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Resumo. Modelos envolvendo coeficientes que variam rapidamente com relagao a posigao
sao dificeis de resolver tanto analiticamente quanto numericamente. Geralmente, tais mode-
los sao abordados mediante algum método de homogeneizacao matematica. Este trabalho
apresenta o chamado método de convergéncia em duas escalas (MCDE) e discute o resultado
de corretor correspondente, o qual fornece a justificativa matemética do método. Especi-
ficamente, é estudado um problema para a equacao eliptica multidimensional e uma nova
funcao corretora é apresentada para garantir que a solugao assintética fornecida pelo MCDE
satisfaca exatamente as condi¢oes de contorno e convirga fortemente na norma do espaco
em que a solugao exata pertence.

Palavras-chave. Resultado de corretor, Homogeneizacao, Método de Convergéncia em
Duas Escalas

1 Introducao

Geralmente, os fendmenos fisicos associados as propriedades de meios micro-heterogéneos
ocorrem na “microescala”. Assume-se que o comprimento caracteristico [ desta escala
“microscépica”’ (aquela em que os dominios estao distribuidos, ou seja, em que ocorre a
heterogeneidade) é muito maior que aquele da escala molecular, mas muito menor que o
comprimento L caracteristico da escala macroscopica, | < L. Em tais situagoes, dizemos
que o meio heterogéneo apresenta separacao das escalas estruturais (caracterizada pelo
parametro geométrico e = [/L, 0 < ¢ < 1), que suas propriedades apresentam variagao
rapida com relagdo a posicao e que cumpre a hipétese do continuo, ou seja, ele pode ser
visto como um continuo na escala microscépica e, portanto, o meio pode ser idealizado
como sendo efetivamente ou equivalentemente homogéneo e o problema submetido a agao
de influéncias externas pode ser resolvido usando propriedades médias associadas, também
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chamadas de efetivas ou macroscopicas, a escala €. Mais precisamente, a hipotese de ho-
mogeneidade equivalente estabelece que, na macroescala, o meio heterogéneo é fisicamente
equivalente a certo meio homogéneo ideal, de maneira que as propriedades efetivas do pri-
meiro sao as propriedades do segundo [4]. Por propriedades efetivas ou macroscépicas, se
quer dizer uma medida média da propriedade do meio, levando em conta as propriedades
fisicas e geométricas do meio heterogéneo e sua interacao [2]. O processo do qual se obtém
o comportamento efetivo do meio heterogéneo, chama-se homogeneizacao. Em particu-
lar, meio periédico é aquele no qual a heterogeneidade pode ser reproduzida mediante a
replicacao periddica de um elemento recorrente, chamado de célula basica.

Para obter problemas mais simples de serem resolvidos, no contexto apresentado, nor-
malmente se utilizam de técnicas de homogeneizacao. Matematicamente, homogeneizagao
é a obtencao, a partir de um problema com coeficientes rapidamente oscilantes (chamado
problema original), de um problema com coeficientes constantes (chamado problema ho-
mogeneizado), equivalente ao original em certo sentido.. Para entender este processo, pre-
cisamos entender o que é convergéncia de operadores. Para isso, considere uma sequéncia
de equacétes da forma

Auf = f (1)
com solugao uf pertencente a algum espago de funcdo X. Para uma sequéncia de opera-
dores A®, obtemos uma sequéncia correspondente de solugbes u® para estas equagoes. Se
olharmos de um angulo diferente, isto significa que temos uma sequéncia de operadores
Af que determina uma sequéncia de fungoes u° tal que a mesma imagem f é obtida. Se a
sequéncia {uf} tende para um limite u’ € X, ou seja, se

uf — u’ (2)

em algum sentido razodvel, pode-se questionar se existe um operador A° que produza a
mesma imagem f desta funcdo limite u°, ou seja, se para algum A°

AP0 = . (3)

Se este é o caso com o mesmo A° para qualquer f definida, A% poderia ser visto como o
limite de { A°} em relacao a capacidade de transformar fungoes em X, isto é, no sentido de
operadores. Ao pesquisar a equacao do limite resolvida pela funcao limite u°, temos que
lidar com dois problemas. A primeira é encontrar condigdes sob as quais existe um limite
A° com propriedades tais que (3) tenha uma solugio tinica. A segunda dificuldade é a da
determinacéo de A%, e tem sido estudada principalmente para problemas periédicos. Além
disso, no fim do processo de homogeneizacao, deve-se provar que a solucao do problema
original (1) tende para a solu¢do do problema homogeneizado (3), quando ¢ — 0, na
norma do espaco que elas sao procuradas. E este o sentido da palavra “equivalente” do
meio homogéneo obtido. Esse ultimo processo constitui a justificativa matematica do
processo de homogeneizagao.

2 Formulacao do problema e método de homogeneizacao

Existem diversos métodos de homogenizagao, cada um especializado para um tipo de
problema, periédico, aleatorio, deterministico, etc.. Dentre eles, falaremos do Método de
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Convergéncia em Duas Escalas - MCDE, o qual originalmente foi desenvolvido para pro-
blemas em meios multiescala e periédicos [1]. Especificamente, iremos discutir sobre a
justificativa matematica do processo de homogenizacao via MCDE, denominado resultado
de corretor. Para fins de desenvolvimento, usaremos a defini¢ao classica de convergéncia
em duas escalas, enunciada em [1]. Antes de enuncid-la, devemos introduzir algumas
notacoes. Consideremos 2 um conjunto aberto, limitado e conexo contido em RY, N > 1,
eY =[0,1]" é um cubo de volume unitério, |Y| = 1. L?(Q) denota o espaco das funcdes
reais mensuraveis e de quadrado integravel em ) com respeito a medida de Lebesgue.
Denotamos por C’;;(Y) o espaco das funcgoes Y-periddicas k-vezes continuamente dife-
rencidveis em RY, 0 < k < oo. Entdo Li&(Y) e H#(Y) sao os fechos, para as normas de
L*(Y) e HY(Y), respectivamente, de Cx(Y). Observe que Li(Y) coincide com o espaco
das funcdes L?(Y) extendido por Y-periodicidade para todo o RY. Agora, considere uma
sequéncia de funcdes u € L?(2) em que € é uma sequéncia de valores reais positivos que
converge para zero.

Definigao 2.1. Uma sequéncia u®(x) € L*(Q) € dita convergente em duas escalas para
um limite uo(z,y) € L*(Q x Y) se, para toda fun¢io ¢(x,y) € L*(Cx(Y)), tem-se

. € € _ 1
lim [ v (x)¢°(x)dx = m/ﬂ/yuo(w,y)qﬁ(a:,y)dydw. (4)

e—0 [¢)

Ocasionalmente, denotamos (4) como

us 2 Q.
Para entender o MCDE, considere a formulacao fraca do problema eliptico linear, N-
dimensional, com termo fonte f(x) € H(Q), e condi¢des de contorno homogéneas do
tipo Dirichet, u®|5q = 0:

g

L (%) g;fj gode = | f@ni@)iz, v e Cx(@) (5)
Em (5), C2°(2) ¢é o espago das fungoes teste admissiveis que sdo infinitamente continu-
amente diferencidveis e tém suporte compacto. Ainda, adotou-se a notacdo de Einstein
para a soma por indices repetidos com j,I = 1,2,..., N. O método se resume em consi-
derar ¢ — 0 e analizar o limite de (5). Para isso, deve-se garantir que todos os termos de
(5) convirgam em duas escalas para um certo limite. Através do seguinte teorema [1], sdo
estabelecidos critérios para obter as convergéncias em duas escalas. Isto é,

Teorema 2.1. Assuma que a sequénciau® é limitada em L*(Q) e que B = {L*(Q; Cx(Y)),
Li(Y; C(©)),C(Q; Cy (Y))} ¢ um subespaco separdvel de L?(Q2xY) tal que, para qualquer

¢ € B, .
tim [ (= 2)

Jo (=)

= 6
@) 16 (@ Y)ll L2(xyy (6)

ey SN0 @ ) (7)
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Entdo pode-se extrair uma subsequéncia convergente para ug € L*(Q xY) que satisfaz (4)
para todo ¢ € B.

Assumindo o coeficiente a;;j(x/c) = a;j(y), positivo, limitado e e-periédico, Vi,j =
1,..., N, obtemos a seguinte estimativa [3] para solugao

[l 3 ) < CllSf 2@ (8)

ou seja, uf e seu gradiente Vu® sdo limitados na norma de L?(Q) por uma constante
que independe do parametro €. Logo, pelo Teorema 2.1, podemos dizer que existe uma
subsequéncia u* e Vu* que converge em duas escalas para ug(x) € L?(2) e Vyug+ Vyup,
ui(z,y) € L3O H;%(Y)/]R) 4 respectivamente. Ao assumir v(x) = vo(x) + evq (az, g)
em (5), vg € C2°(), v1 € CF(Q;CF(Y)), e fazer ey — 0, segue o limite em duas escalas

1 Qugp  Our\ [Ovg v /
Y] P oz T oy ) \on, T o - Q).
Y| /nyaﬂ ) (3%‘ i 8yj> (8951 " 8yl) dydz Qf(w)vo(a:)dx, ve ()

(9)
0
Considerando u;(x,y) = Np(y)a—uo, p=1,..., N, desacoplam-se a partir da formulacao
Tp

limite (9) os chamados problemas local e homogeneizado, respectivamente:

9 ON,
671/]- <ajp(y) + ajl(y)aylp> =0, yey, 10)
(Np(y)) =0,
‘ 2
~ 0 (27} .
i Gy, T T ED (11)

em que aj, sao os chamados coeficientes efetivos dados por

=31 [ (00 + 352 ) (12

Através do Teorema de Lax-Milgram garantimos a existéncia e unidade da formulacao
(9) o que implica que nao apenas uma subsequéncia converge para os limites uy e V ug +
Vyu1, senao toda sequéncia. Nos trabalhos pioneiros do MCDE, a prova do resultado
de corretor busca garantir a convergéncia forte da solugao u® do problema original para
a solucao ug do problema homogeneizado na norma do espaco a que elas pertencem, ou
seja, em H}(2). Porém, sé ha a convergéncia fraca de u para up. Normalmente, para

F— . T
obter uma convergéncia forte deve-se acrescentar un termo da forma 6°(x) = cu; (@, —
€

ao ug, chamado corretor. Porém a funcao ug + cu; nao satisfaz a mesma condicao de

*Hy(Y)/R={u€ Hy(Y) : u—v=c, c€R, Yo € Hy(Y)}. Em particular, consideramos fungdes de

1
média integral nula, isto é, (u) = m/ udy = 0.
%
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contorno que uf, e disso, portanto, prova-se o resultado de corretor na norma de H'(€2).
A partir disso, propomos um novo corretor ¥°(x) = (1 — x(x))uy (:c, E), em que x €
CE(QN[EL—8N), 19 =LV, 0 < §d < e < L < o0, x|og =1 égurna fungao de
corte que forca a diferenca u® — ug — ¥ satisfazer a condicao de contorno. Definimos
assim, @) = ug(z) + 9°(x), tal que uM|gq = 0. Agora, pelo cardter limitado de a;;(y),
0<a <aj(y) <at <oo,VyeVY,Vij=1,...,N, observamos que

Vi = Voug + (1 — x)Vyur — eVi(xur), (13)
em que
a2, (14)
e
Vi) 2% Vg + (1 — x)Vyur. (15)
Pode-se verificar que
il_{% [Vau® = Vaug — (1 - X(m))vyulnm(g) =0, (16)
e portanto
lim Hvxue - vxa@)‘ —0. (17)
e—0 L2(2)
E por equivaléncia entre normas, segue
lim [|uf — qjﬂ)‘ —0. (18)
e—0 H(Q)

Esta abordagem se faz relevante, pois demonstra matematicamente que o comporta-
mento assintético do fenéomeno converge em norma para a solugdo exata. Uma vez que
(up + eu1) |aa # u°|aq, a nova solucdo assintética u(!) aproxima a solugio exata tanto na
regiao limitada pela € vizinhanca do contorno, quanto fora dela. Em geral, podemos obter
uma funcao corretora ¢°(x) através do problema

0 x\ 0¢°
dx; (aﬂ (E) am,> =0, zefl (19)
oo = —u1laq-
de modo que
(1) — r £
i) = up(@) +¢ (w (2. 2) + () | (20)

e ﬂ(l)!ag = uplon = 0. Pela Defini¢ao 2.1, a expansao assintética (20)

a2 g, (21)
e seu gradiente
Vxﬂ(l) Ze, Veug + Vyur + Vyo. (22)
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Logo obtemos os mesmos resultados (17) e (18). Além disso, usando a mesma funcao teste
v(x), o limite em duas escalas de (5), considerando os limites (21) e (22) serd

1 Oug ~ Ouy 8Q> <6v0 8vl> /
1V j A ta-ta- — 4+ — | dydx = x x)dx, 23
Y] /Q/Yl ) (axj oy " oy ) \om oy ) Wi = | @@z (23)

em que
0 do\
87yj <ajl (y) 8yl> =0, yey, (24)

deve ser satisfeita. Neste caso, a fungao corretora é fornecida a partir do problema (19)
e isso nos possibilita obter uma aproximacgao global da solugao e nao apenas no interior
da regiao do dominio €2, como geralmente acontece no processo de homogeneizagao. Isto
é, que a obtencao do corretor, além de possibilitar a justificativa matema&tica do método
de homogeneizacao, serve, alternativamente, para obter uma boa aproximagcao da solugao
exata e que satifaz exatamente as condicGes de contorno.

3 Conclusoes

O desenvolvimento do resultado de corretor tem como intuito no MCDE a justificativa
matemética no processo de homogeneizacio. Porém, o fato da relacao a(!) satisfazer a
mesma condicao de contorno da solucao exata nos motivou a utilizar tal expressao como
uma aproximagdo para a solu¢do exata. A primeira corre¢io —ex(x)ur (x, Z) em 9°(x) ¢
imposta e reduz a perturbacgao local no contorno. Por outro lado, a funcao corretora eo°
fornecida do problema (19) reduz as perturbagoes globais, isto é, possivelmente, perde-se
informacao local em [5, L — 6]V. A contribuicdo de cada funcio corretora para |u¢ — (V|
poderd ser vizualizada via exemplos numéricos.
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