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Resumo Este trabalho resgata a ideia apresentada no best-seller de Silvanus Thompson,
Calculus Made Easy, editado pela primeria vez no inicio do século XX. Neste livro, destinado
originalmente a estudantes do ensino médio na Inglaterra, o autor descreve os métodos e
conceitos classicos do Célculo Diferencial e Integral evitando o uso de limites e, por conse-
guinte, de sua definicdo formal. Caracterizado também por apresentar o texto de maneira
extremamente bem-humorada, esta obra foi e ainda é, extremamente popular justamente
pela tentativa (bem sucedida em muitos casos) de desmistificar o cdlculo como um assunto
extremamente dificil e meramente formal. Dentro desta perspectiva, sugerimos que a abor-
dagem por ele utilizada represente uma possibilidade para o ensino de uma introducao ao
Célculo no ensino médio como defendido por autores por exemplo, Geraldo Avila. Ainda
que a obra original cubra o conteudo cléssico de diferenciacao e integracgao, o trabalho aqui
apresentado estd restrito a abordagem proposta para o calculo diferencial.

Palavras-chave. Calculo Diferencial, Limites, Silvanus Thompson.

1 Introducao

A revista Cdlculo publica mensalmente a partir da edigdo de nidmero 31 [?], a versdo
em portugués do livro de Silvanus Thompson [?] publicado originalmente em 1910, cujo
conteudo tratava de tépicos classicos do Célculo Diferencial e Integral para estudantes de
Ensino Técnico na Inglaterra. O texto original fez bastante sucesso no decorrer do século
XX, ainda que nao tratasse estes assuntos com o rigor matemaético que a academia vinha
cobrando desde o advento da Aritmetizacdo da Anélise.

O livro Calculus Made FEasy, que traduziremos aqui por Célculo Tornado Facil (como
na revista), é apresentado em capitulos ao longo das edi¢oes mensais aos leitores dessa
revista. Nestas edigoes, que sao fiéis ao livro original, os principais conceitos e métodos
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do Calculo sao apresentados de forma menos rigorosa, onde as demonstragoes sao reali-
zadas por aproximacoes e conjecturas, dando énfase a uma abordagem mais intuitiva e
geométrica do que a formal.

Abrindo méao das defini¢oes formais de limite e suas consequéncias, caminhando na
diregao contraria ao movimento de Aritmetizacao da Andlise iniciado por Dedekind no
século anterior [?,?], Thompson constrdi o seu texto em cima de nogoes intuitivas como
“um pouquinho de”, “graus de pequenez” entre outros. Estes conceitos sao apresentados
hora geometricamente, hora numericamente, de modo a convencer o leitor de que ele, ja
tendo contato experimental com estas ideias, pode extrapolar o caso particular para o
geral, conseguindo a compreensao intuitiva do conceito.

Com esta caracteristca, o texto de Thompson aponta uma direcao a se tomar quando se
pensa na possibilidade de abordar, por exemplo, o conceito de derivada e suas aplicagoes no
ensino médio, ideia defendida por autores como Geraldo Avila e Nilson José Machado [?,7].
Num artigo publicado no inicio da década de noventa, o professor Geraldo Avila, defende
que a derivada deva ser inserida no curriculo do ensino médio no que diz respeito ao estudo
de funcgoes. Nele, defende que néao se trata de uma inicializagao ao estudo do Célculo, como
se faz nos semestres iniciais da graduacao para os cursos de engenharia e ciéncias exatas,
e sim uma apresentacao sucinta, sem aprofundamento de definigoes rigorosas, reforcando
mais os conceitos intutivos do que a formal, baseado em consideragoes geométricas e
aplicagoes simples e cotidianas como as defini¢ées de velocidade média e instantanea, por
exemplo.

Avila elabora de maneira bastante clara sua proposta neste artigo, defendendo que
derivada e integral facam parte do curriculo do ensino médio, pois sao de fundamental
importancia dentro da ciéncia moderna. Esta insercdo simples e concisa pode ser feita
no contexto do ensino das funcgoes, que costuma ser apresentada no primeiro ano do en-
sino médio, de forma totalmente desassociada da geometria analitica, que s6 aparecera no
terceiro ano deste ciclo. Atualmente, esses conceitos ainda sdo ensinados separadamente,
carregados de terminologias e notagoes, de maneiras artificiais e descontextualizadas, to-
mando bastante tempo e apresentando poucas chances de apreensoes significativas.

Outra sugestao daquele autor é introduzir ja no ensino fundamental o conteiddo re-
ferente a equagao da reta, quando o estudante iniciard suas primeiras percepcoes, cons-
truindo vinculos, como por exemplo, entre as retas que passam pela origem do sistema
cartesiano com proporcionalidade e regra de trés, ou ainda, o coeficiente angular, que tem
relagao direta com a inclinacao da reta. Para ele, proporcionalidade e regra de trés deve-
riam ser retomados na primeira série do ensino médio, afim de mostrar a relacao existente
de grandezas proporcionais com duas varidveis, uma dependente e outra independente,
cujo grafico é uma reta que passa pela origem, enfatizando-se ainda a possibilidade de
translacoes desta reta, e as relacoes entre suas equacoes e parametros.

Ainda observa que, para que o estudo das derivadas no ensino médio seja bem sucedido
¢ fundamental a insercao dos conceitos de acréscimos e decréscimos, ou simplesemnte
incrementos, cuja razao tem a ver com a inclinacao da reta que passa por dois pontos
quaisquer e, em ultima andlise, ao proprio conceito de derivada.

Dentro desta filosofia, entendemos que a abordagem presente no livro de Silvanus
Thompson contempla varias destas caracteristicas, podendo ser apontado, no minimo
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como um ponto de partida para que se caminhe nesta direcao.

2 Calculo Tornado Facil

Durante o século XIX, discussoes da forma como conteiidos matematicos deveriam ser
repassados influenciavam a maneira como esses seriam apresentados em livros didaticos.
E na virada do século, que Silvanus Thompson apresenta o livro Cédlculo Tornado Fécil.
Thompson utiliza uma abordagem intuitiva e direta, com a ideia de desmistificar algumas
barreiras que os alunos encontravam no aprendizado da disciplina. O livro acaba nao
sendo reconhecido pela comunidade matemaética, pois a obra abdica do rigor e formalismo
tipicos do Célculo [?]. Apesar disso, o livro alcancou seguidas reedigoes, em 1914, 1919,
1945 e em 1998.

O inglés Silvanus Phillips Thompson, nasceu na cidade de York em 1851 e, engenheiro
eletricista de formacao, exerceu a presidéncia da instituicdo de engenheiros eletricistas
da Inglaterra e tornou-se, em 1891, membro da Royal Society. Também foi diretor e
professor do Finsbury Technical College. A grande preocupagao de Thompson era com o
ensino técnico, pois acreditava que os trabalhadores deveriam ter principios cientificos para
trabalhar de forma eficaz e inteligente e assim conseguiriam competir com trabalhadores
de outras nacoes, ja que se vivia na época a efervescéncia das consequéncias da revolugao
industrial. Thompson era proficuo palestrante e excelente professor, que empregava uma
linguagem clara, intuitiva e divertida, fazendo-se compreender e se tornando bastante
popular [?].

Calculus Made Fasy, cujo subtitulo em inglés é Being a very-simplest introduction to
those beautiful methods of reckoning which are generally called by the terrifying names of
the differential and the integral calculus, despertou o interesse dos alunos no aprendizado
do Célculo e também criticas e desprezo de muitos matematicos na época devido ao es-
tilo informal e intuitivo em que o livro se apresentava [?]. Entretanto, anos mais tarde,
estudiosos e pesquisadores demonstraram interesse na obra de Silvanus Thompson, pois
perceberam que o livro se mostrava interessante para os iniciantes no Célculo. Esse é o
caso de Martin Gardner (creditado como co-autor da mais recente reedigao [?]), entusiasta,
estudioso e personalidade do culto da Matemadtica recreativa, o qual fez um comparativo
da obra de Thompson e os demais livros indicados ao ensino do Calculo [?].

2.1 A derivada segundo Silvanus Thompson

Os dois conceitos chave fundamentais na obra de Thompson [?] sdo:

1. d, a que ele atribui o siginificado de “um poquinho de”, de tal forma que dx significa
um pouquinho de z. Adverte ainda que este pouquinho de z pode ser considerado
infinitamente pequeno (sem se preocupar em explicar precisamente o que ele quer
dizer com este dltimo termo).

2. [ é chamado de “a soma de”. Ainda que neste trabalho nao abordemos este conceito,
vale a pena esclarecer que este conceito é central e que [ dz vai significar aqui a soma
de todos os pouquinhos de x.
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Em seguida, ele passa a se referir a distintos graus de pequenez, que serao fundamentais
nos processos do Célculo. De maneira mais clara, as pequenas quantidades com que
lidamos podem apresentar diferentes graus de pequenez. Um caso familiar é a comparagao
do minuto em relagdo a hora. Sabe-se que 1 minuto equivale 1/60 de uma hora. Se o
segundo for comparado em relagao a hora, tem-se que 1 segundo equivale a 1/60 - 1/60 =
1/3600 da hora. Essa segunda comparagao, do segundo em relacdo a hora, o autor cita
como “segunda ordem de pequenez”’. Seguindo no mesmo raciocinio, a comparacao entre
o minuto e o dia é bastante pequena e menor ainda serd a comparagao entre o segundo e
o dia e assim por diante.

Esta diferenca entre os graus de pequenez serd fundamental no estabelecimento das
derivadas de diversas fungoes como se vera a seguir, quando se considera, por exemplo, a
fungdo f(x) = 2. Se a quantidade z cresce um pouquinho chegando a z + dx, entdo o
quadrado desta quantidade se altera para:

f(z +dz) = 2% + 2x.dx + (dz)>. (1)

Aqui podemos explorar a ordem de pequenez dos termos presentes na expressio ?77.
Thompson trata o terceiro termo como desprezivel em termos do seu grau de pequenez
baseado num arguento empirico muito simples, fazendo apenas variar a fracao de z (fixado)
que este dr (um pouquinho de z) representa. Como consequéncia deste acréscimo a x,
pode se observar numericamente que 2dzx é uma fracao de x da mesma ordem de magnitude
que dx é de z, enquanto que (dr)? representa uma fracio de 22 de uma segunda ordem
de pequenez em relagao as anteriores, como pode ser visto na Tabela 77.

Tabela 1: Graus de pequenez dos termos da expressao ?77.

dx como fracio de x  2dz como fracio de  (dz)? como fragdo de z2

1/60 2/60 1/3.600
1/1.000 2/1.000 1/1.000.000

O argumento ainda pode ser examinado a partir de um viés geométrico. Considere
um quadrado de lado z e aumente este lado do quadrado de uma fracdo de z, chamada
aqui de dz. Quanto menor dx, mais invisivel (e Thompson usa exatamente este termo) é o
quadrado de lado (dr)? em relagdo ao quadrado maior, como pode ser visto na sequéncia
disposta na Figura ?77.

Com estas consideragOes iniciais passamos entao a comparar as variagoes relativas de
duas varidveis x e y, a segunda dependendo funcionalmente da primeira, y = f(z), quando
a variavel independente x é acrescida de “um pouquinho”. Voltemos ao exemplo inicial,
onde f(z) = 2. A diferenca entre o valor acrescido de y (devido & variacio em z) e o seu
valor original é:

dy = (y+dy) —y = f(z +dzx) — f(z) = 2z.dx + (dz)> (2)

Mas baseado no argumento anterior, (dx)? é desprezivel, portanto (Thompson nio usa
o sinal de aproximado e no seu texto nao ha desconforto nenhum em exibir duas expressoes
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dx x.dx (dx) :

X X X x.dx

Figura 1: Abordagem geométrica para os diferentes graus de pequenez presentes na expressio 1
(figura adaptada de [?]).

distintas para dy):

dy = 2z.dx. (3)
E entao, a razao entre os incrementos é dada por:

dy 2x.dx

de  dx
definida como a derivada da funcdo y = 2, que equivale & forma como é obtida esta
mesma derivada da maneira classica, usando limites.

O argumento é estendido a outras fungdes poténcias z", e aos poucos as regras de
derivacao cldssicas para soma, produto, quociente e regra da cadeia vao sendo inseri-
das, assim como derivagao sucessiva, interpretagao geométrica das derivadas, maximos
e minimos, curvatura, crescimento exponencial, até alcancar derivadas de outras fungoes
elementares tais como as trigonométricas. Todo este caminho é trilhado com a perspectiva
da compracao de graus de pequeneza das grandezas envolvidas, sem usar limites.

=2z, (4)

2.2 Criticas ao trabalho de Silvanus Thompson

Historicamente, Célculo Tornado Fécil parece nao ter sido muito bem aceito pela co-
munidade matemaética, inclusive o préprio autor possivelmente ja desconfiava da aceitagao
que seria advinda da publicacao deste livro, preferindo nao arriscar sua reputacao cientifica
ao optar por assinar a primeira edi¢ao (1910) com um pseudénimo [?]. O inicio do século
XX pode ser visto como o da consolidagao do movimento de Artimetizacao da Anaélise, de
tal sorte que a tendéncia era a comunidade matematica rejeitar trabalhos que nao fizessem
parte deste esforco histérico iniciado nos séculos anteriores.

Onde estaria o ponto de equilibrio entre a formalizacao rigorosa dos aspectos funda-
mentais do cdlculo (derivada e integral) e esta aboradagem intuitiva? Em [?] encontramos
uma andlise extensa da bibliografia tradicional do Céalculo onde parece ser unanime a ideia
de que o conceito primordial é o de limite, com sua definicao formal através de €’s e §’s.
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Além deste detalhe, devemos ressaltar que em alguns casos a proposta de nao usar
os limites acaba por outro lado exigindo o uso extenso de outras identidades, como por
exemplo na deducao das derivadas de seno e cosseno [?]. Eo preco que se paga a medida
que abre-se mao de uma ferramenta importante.

3 Consideracoes Finais

O ensino de Célculo tem sido objeto de muito estudos e andlises [?7,?, 7], mas estes
se debrucam sobre o ensino desta disciplina em nivel superior. Ainda que em alguns
casos parece haver um movimento que cobre um equilibio maior entre a aboradagem
rigorosa formal e uma abordagem mais intuitiva de seus conceitos fundamentais, nao é
propésito deste trabalho contribuir para esta discussao. Talvez a questao essencial seja
se esta abordagem intuitiva, com apelo a ingredientes geométricos e empiricos-numéricos
pretende apenas facilitar o estudo dos conceitos do calculo, ou pode ser aproveitada para
algum objetivo especifico.

Desta forma, nossa atengao estd voltada para a proposta de ensino de Célculo para o
ensino médio [?,?]. Para estes autores, neste caso, é claro que aquilo que é chamado de
tensao entre rigor e intuigao [?] deve pender mais para o lado da intui¢ao do que do rigor
formal.

Neste contexto, o Calculo Tornado Fécil de Silvanus Thompson, ao abrir méao do
conceito de limites, introduz os conceitos centrais do Calculo a partir de ideias intuitivas
que serao justificadas com emprego de argumentos geométricos e numéricos.

Longe de sugerir que este livro seja adotado como bibliografia para um curso de Célculo
de nivel basico, entendemos que ele pode funcionar como um guia para uma proposta com
as caracteristicas desejadas por Avila para o ensino de Célculo de uma forma mais intuitiva,
permitindo com que jovens em idade escolar tomem contato com este importante ramo do
conhecimento.

Agradecimentos

Agradecemos & CAPES pela manutengao do programa de Mestrado Profissional em
Matematica e também a SBM e UTFPR, instituigoes responsaveis pela efetivacao desse
projeto, tao importante para valorizacao dos professores do ensino bésico.

Referéncias

1] G. Avila. O ensino do célculo no segundo grau, Revista do Professor de Matemdtica,
n. 18, pages 1-9, 1991.

[2] C. B. Boyer e U. C. Merzbach. Histdria da Matemdtica, 3a. edigdo norte-americana,
Blucher, Sao Paulo, 2012.

[3] H. Eves. Introdugdo a Histdria da Matemdtica, ba. edigao, Editora da Unicamp, Cam-
pinas, 2011.

DOI: 10.5540/03.2020.007.01.0367 010367-6 © 2020 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2020.007.01.0367

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 7, n. 1, 2020.

[4] A. Lopes, Algumas reflexoes sobre a questao do alto indice de reprovagao nos curos
de Célculo da UFRGS Matemdtica Universitdria, 26/27, pages 123-146, 1999.

[5] N.J.Machado. Cdlculo Diferencial e Integral na Escola Bdsica: Possivel e Necessdrio.
Semindrios de Ensino de Matemdtica. FEUSP [s.n.], 2008.

[6] G. A.Miranda. Silvanus Phillips Thompson e a desmistificacao do célculo: resgatando
uma histéria esquecida. Dissertagao de mestrado, Pontificia Universidade Catdlica de
Sao Paulo, 2004.

[7] G. A. Miranda. O Curioso Caso de Silvanus Phillips Thompson. Revista Interagao,
Ano IIT, n. 1, pages 59-74, 2009. ISSN: 1981-2183.

[8] L. H. Pereira. A Derivada Segundo Silvanus Thompson. Dissertacao de mestrado,
Univ. Tecnolégica Federal do Parana, 2018.

[9] F. S. Reis. A Tensao entre Rigor e Intui¢ao no Ensino de Célculo e Anélise: A visao
de professores-pesquisadores e autores de livros didaticos. Tese de doutorado, FE-
Unicamp, 2001.

[10] S. W. Siyepu. An exploration of students’ errors in derivatives in a university of
techonology, The Journal of Mathematical Behavior, 32, pages 577-592, 2013.

[11] S. P. Thompson. Um pouquinho de um pouquinho, Cdlculo: Matemdtica para todos,
n. 31, pages 22-27, 2013.

[12] S. P. Thompson e M. Gardner. Calculus Made Easy. Macmillan, New York, 1998.

DOI: 10.5540/03.2020.007.01.0367 010367-7 © 2020 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2020.007.01.0367

