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Resumo: As equacoes diferencias parciais tém origem na modelagem de problemas nas cién-
cias e engenharia, tais como: a equagdo do calor, equacdo da onda, equacdo de Poisson, entre
outras. Para muitas destas equacdes nao € tao simples obter uma técnica analitica para achar
sua solugcdo e nestes casos € necessdrio o uso de solugoes aprorimadas obtidas pelo computador.
Ezxistem técnicas tradicionais para solucao a mumérica de uma grande classe de equagdes dife-
renciais, mas quando esta equagdo estd na forma implicita, muitas destas técnicas ndo podem
ser aplicadas, principalmente prorimas a singularidades. O objetivo deste trabalho € mostrar um
método numérico para a solugdo de equacoes diferenciais parciais de primeira ordem implicitas.

Palavras-chave: Curva Caracteristica, Solugcio Caracteristica, Métodos de continua¢io numé-
T1Ca.

1 Introducao

Em geral, referenciar uma equagao diferencial parcial faz imaginar algum modelo fisico que seja
descrito por esta equagdao e ao mesmo tempo pensa-se em procurar algum método que possa
determinar sua solucao. Ao longo do tempo muitas pessoas resolveram casos particulares com
o objetivo de estabelecer solugbes analiticas e numéricas sujeitas a diferentes condigoes. Além
disso, diversos estudos na area concluem que pensar numa solucao geral para todos os casos
ainda nao é factivel, mas para um caso especifico pode-se obter uma “solugéo geral” .

Habitualmente se prova a existéncia de uma solucao para depois obter métodos de solucao
analiticos ou numéricos. Existem métodos analiticos que resolvem alguns tipos de EDPs de
primeira ordem, podemos mencionar dentro dos métodos analiticos mais conhecidos o método
das caracteristicas de Cauchy (Figura 1), este método tem uma interpretagao geométrica que
pode ser aproveitada para implementar uma solucao numérica.

Com respeito aos Métodos Numéricos que resolvem equagoes diferenciais, podemos menci-
onar que as equacgoes diferenciais parciais de segunda ordem, sao as mais estudadas com uma
maior importancia devido a suas diversas aplicagoes na Fisica. Desde o século XIX com o uso
dos computadores, tem sido feitos trabalhos com bastante rigor no célculo computacional para
determinar solugbes numeéricas e representacoes graficas.

2 Exposicao do problema

De acordo com os métodos analiticos mencionados, o método das caracteristicas tem uma boa
interpretacao geométrica de como resolver equagoes diferenciais parciais de primeira ordem. Es-
tabeleceremos agora a quem denominaremos curva caracteristica.

Se a equagao diferencial parcial estda determinada implicitamente pela equagao:
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Figura 1: Curvas Caracteristicas

F("Ea Y, 2z, Ze, Zy) =0

onde z = u(z,y) , e supondo que a curva o(t), dada por o(t) = (x(t),y(t), z(t),p(t), q(t)) seja
uma curva que verifica F(o(t)) = 0 , temos que a projecio dos pontos de o(t) sobre R? dada por
(z(t),y(t), 2(t)), com vetor normal N = (p(t), q(t), —1), define uma curva, a qual denominaremos,
curva solugao ou “curva caracteristica” apresentada na Figura 1

Formalizando, consideraremos inicialmente uma equacao diferencial parcial de primeira ordem
implicita, onde a funcao solucao u esta definida na equacao

F(x1,x9,u,Ug,Usz,) =0 (1)

tal que F' € C?(Q2), Q € R? x R x R? ¢ dominio aberto tal que é aplicavel o teorema da funcio
implicita com respeito a uz, ou Uz,.
Denotando p; = uy,, p2 = Uy, obtemos

F(I‘l,l’g,u,pl,pg) =0

A funcdo u é definida como u : V. — R, V C R? aberto, e o conjunto * ¢ projecao de
sobre R? dada por (x1, 2, u). Assim, pode-se imaginar em * que o grafico de u é o conjunto de
pontos que tem em cada ponto o vetor normal (p1,p2, —1) como na Figura 1. Esta interpretagao
propoe o seguinte: por cada vetor tangente a uma curva inicial e seu vetor normal respectivo,
podemos gerar solucbes caracteristicas da funcdo u. A existéncia da solugao esta garantida pelo
teorema de Cauchy.

Teorema De Cauchy
Seja a equagdo F(x1, T2, U, Uy, , Ug,) = 0 onde FeC?(Q),Q CR? x R x R? e |Fp, |+ |Fp,| > 0
(29(¢), 23(t)) e u’(t) definidas em I C R tem segunda derivada continua em I , satisfazem as

seguintes condigoes

det #0

W
F (w(l]vx% 7p1(t)’p8(t)) F (37?73727 7p1(t>7p(2](t))
entdo existe uma tnica funcao ¢ definida por ¢ : G — R ,G C R? que verifica

F(xl, o, ¢($17 .7}2), ¢Il (xl, xg), (bm (.7}1, 1‘2)) =0 V(wl, JJQ)GG
$(a (1), 25(t) = u’(t)

¢, (1(t), 23(t)) = p1°(t)

Py (2] (1), 25(t)) = p2°(t)

assim ¢ é a solugao dnica do problema
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3 Meétodos e Formulacao Utilizada

Pelo teorema de Cauchy e a defini¢ao de curvas caracteristicas é possivel obter o seguinte sistema
de equagoes diferenciais ordinaria denominado sistema caracteristico

dL = xl(O) = fL‘lo

& = sz ) 22(0) = 22°

gj =p1Fp, +paFp, . u(0) = u @)
dj’f = —F, —piFu, p1(0) = p1°

% = —Fy, —p2Fy p2(0) ZPQUO

F(x1,22,u,p1,p2) =0

Este sistema pode ser resolvido usando o método previsor corretor (Figura 2(a)).Como mé-
todo previsor usamos a formula de Euler, Y; 11 =Y; + h - f(x,t) , para um sistema de equagoes
diferenciais ordinérias da forma

a’ = f(z,1), t € [0,0]
{ CL‘/ (0) 0
E o0 método corretor estaria dado pela formula de Newton
F(P*)VF(P*
PE = P = S
onde F: QCR?xRxR? >R

Ideias semelhantes foram utilizadas no trabalho 2] para resolver equagoes integrais baseadas
em uma série-homotopica, por sua vez em 3|, propdem uma técnica para achar uma solugdo para
EDOs implicitas identificando a curva solugdo como uma curva implicita sobre uma variedade.

Neste trabalho utilizamos as técnicas de métodos de continuagao, propomos achar uma “curva
caracteristica” sobre uma variedade e logo utilizar esta curva para achar outras, e assim achar
a solucao aproximada da equagao (1). Uma representagao grafica da solu¢ao poderia ser obtida
como na Figura 2(b), mediante a triangulagao dos pontos obtidos usando para isso alguma técnica
conhecida de geracao de malhas, como por exemplo Marching Tetrahedra.

Algoritmo Método Previsor Corretor

Passo 1: Ingressar

o F(x1,x9,u,p1,p2) : Fungao implicita

e () : Curva dado, com F(Cy) ~ 0

e Ny : Vetores Normais nos pontos de Cj

ety : Ponto inicial do intervalo do dominio da solugao numérica
L)) : Ponto final do intervalo dominio da solugdo numérica

o h : Passo inicial

Passo 2: Em quanto t < b

Yiy1 =Yi+h-Vtang , Vtang Funcao que acha a solugao do sistema caracteristico (2)

Passo 2.1 Enquanto Erro > tol
. F(PM)VE(PY)
Yit1 =Yi = [ wrEh)
Erro = [|yit1 — v
Fim Passo 2.1

t=t+h

Fim Passo 2
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(a) Método Newton e previsor corretor (b) Gréafico da solugao

Figura 2: Geragao da Superficie usando uma curva caracteristica (solugao inicial)

4 Resultados obtidos

Como ferramenta na implementacao foi utilizada o MATLAB e os resultados s&do apresentados
nas Figuras 3,4,5, que correspondem as seguintes equacoes.

Primeiro Caso. Um paraboloide hiperbolico u = 2 —y? pode expressar-se em termos de uma
equagao diferencial parcial de primeira ordem tal como

F(x1,22,u,p1,p2) =p1 +p2 —2(x1 —22) =0

Logo, tomando uma curva dado parametrizada c(t) = (¢,0,t?) e os vetores normais nesta
curva dado N(t) = (2¢,0,—1) , obtemos a solugdo grafica da Figura 3.

Segundo Caso. Um paraboloide Eliptico u = 22 + y? pode expressar-se em termos de uma
equagao diferencial parcial de primeiro ordem tal como

F(x1,29,u,p1,p2) =p1 +p2 — 2(z1 +22) =0

Logo, tomando uma curva dado parametrizada c(t) = (¢,0,t2) e os vetores normais nesta
curva dado N(t) = (2t,0,—1) , obtemos a solugao grafica da Figura 4.

Terceiro Caso. Uma Esfera 22 + y? + 22 = 9 pode expressar-se em termos de uma equacao
diferencial parcial de primeiro ordem tal como

F(x1,22,u,p1,p2) = 1+ 22 +upr +up2 =0

Logo, tomando uma curva dado parametrizada c(t) = (3cos(t), 0, 3sin(t)) e os vetores normais
nesta curva dado N (t) = (3cos(t),0,3sin(t)) , obtemos a solugao grafica da figura 5.

5 Conclusoes

O objetivo do método desenvolvido é obter solu¢bes numéricas de EDPs implicitas, para isto,
tendo condigoes iniciais na Equagao (1), podemos construir aproximagoes para as solugdes ca-
racteristicas de u utilizando técnicas semelhantes as propostas em [5]. Neste trabalho associa-se
uma equacao diferencial ordinaria implicita de primeira ordem para uma superficie S, desta
forma o problema consistiria em resolver um sistema nao linear, numa forma semelhante, ao
que pretendemos utilizar. Estas técnicas empregam o método de continuagado numérica usando
o método de Newton modificado.
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Figura 3: Paraboloide Hiperbélico
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Dada a forma do problema resolvido no caso da equagao F(x1, z2,u, p1,p2) = 0, notamos que
é possivel estender ao caso geral para uma equagao na forma F(x,u, Vu) = 0 onde F € C?(€),
Q C R*” xR x R™ a funcao u ficaria definida como u : V — R, V C R" e Q* representara a
projecdo de € sobre R*1.

O custo computacional é alto, devido a que em cada etapa se aplicam para cada ponto os
métodos previsor corretor. O custo computacional aumenta progressivamente com cada iteragao,
por que o passo ou a tolerdncia sdo reduzidos para alcancar uma melhor precisao, uma parte
deve-se a utilizagdo do MATLAB sendo recomendavel mudar a outra linguagem como: C, C++.
O método precisa de uma curva inicial e de vetores normais dessa curva, em geral os métodos
que resolvem EDPs precisam de uma curva dado inicial, mas nao dos vetores normais.

A definicao da derivada, é utilizada como uma ferramenta para analisar as variacoes de magni-
tude, seu conceito é adaptéavel em todas as areas das ciéncias, especialmente nos fenémenos fisicos,
onde tem sido gerados muitos modelos baseados em equagoes diferenciais, podemos mencionar
alguns deles: O estudo das equagoes diferenciais parciais que envolvem fluidos incompressivel na
atualidade é importante nao s6 no aspecto tebrico sino também nas simulagoes numéricas, dentro
todos os modelos desenvolvidos destacam os modelos de Euler e Navier-Stokes. Os modelos de
fenomenos de propagacao de ondas e vibragoes sdo dados por equagoes diferenciais parciais de
segundo ordem, que a sua vez tem definidas nelas equagoes de transporte linear, por exemplo,
na equagao

ur + Uy =0

as solucoes sao ondas viajantes ao longo do tempo.
O trabalho propoe um método numérico para os casos em que a EDP de primeira ordem seja
implicita, pois em outros casos existe teoria desenvolvida ao respeito.
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