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Resumo. Neste trabalho fazemos um estudo da monotonicidade dos zeros de certas familias
de polinomios ortogonais. Mais especificamente mostramos que, sob certas condigoes, os
zeros dos polindmios ortogonais com relagdo as medidas da forma do(z,t) + dB(z,t), onde
da(z,t) = w(z, t)dv(z) e dB(x,t) = Y ;=1 Ci(t)dy, ), apresentam comportamento monotonico
com relagdo ao parametro t. Os resultados obtidos sdo uma extensdo daqueles apresenta-
dos por Markov em 1986 para polindmios ortogonais associados a uma medida do tipo
do(z,t) = w(z,t)dz.
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1 Introducao

Seja du(z,t) uma familia de medidas positivas que dependem de um pardmetro
t € (¢,d) e considere {p,(z,t)} uma sequéncia de polinémios ortogonais com relacao a
du(z,t), ou seja,

b
/ P, ) pr(x, t)dp(z, t) = 0, m # n. (1)

Denotamos por z(t), k = 1,...,n, os zeros de p,(z,t). A monotonicidade dos zeros de
polindémios ortogonais com relagao ao parametro ¢ é um problema que vem sendo bastante
explorado desde o final do século XIX. Markov [7] foi um dos primeiros matematicos
a estudar o comportamento de x(t). Em 1886, Markov provou a monotonicidade de
xi(t) com relagdo ao parametro t quando du(z,t) é uma medida absolutamente continua
em (a,b), isto é, du(z,t) = w(x,t)dz, onde w(x,t) é uma funcdo peso suportada em um
intervalo (a, b), para todo t € (¢, d). Especificamente, o Teorema de Markov diz o seguinte:

Teorema 1.1. Seja {p,(z,t)} uma sequéncia de polinémios ortogonais no intervalo (a,b)
com relagao a fungdo peso w(x,t), isto €,

b
/ Pm (2, t)pn(x, t)w(x, t)dz = 0, m # n. (2)
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Suponha que w(x,t) tenha derivadas parciais de primeira ordem em relag¢do a t continuas,
para todo x € (a,b) et € (c,d), e que as integrais

b
/ xka—w(fv,t)daz, k=0,1,...2n -1, (3)

convirjam uniformemente em cada subintervalo compacto de (¢, d). Se

1 Ow

é uma fungao crescente (decrescente) de x em (a,b), entao os zeros de p,(z,t) sao fungoes
crescentes (decrescentes) de t em (c,d).

J& em 1939, Szegd apresentou em seu livro [8] uma nova demonstragao para o Teorema
de Markov baseada na quadratura de Gauss. Nos anos seguintes, varios matematicos
deram suas contribuicdes para o problema da monotonicidade dos zeros de polindmios
ortogonais com resultados mais gerais do que o apresentado por Markov (ver [2,4,6], entre
outros). Neste trabalho usamos a ideia de Markov para analisar o problema quando a
medida em questao pode ser decomposta como uma soma de uma parte continua da(x,t)
e uma parte discreta df3(x,t). Nosso principal resultado serd enunciado no Teorema 2.1.

2 Uma extensao do teorema de Markov

Consideremos p uma medida de Borel positiva, definida em um conjunto compacto
A C R. Suponha que du(z,t) seja da forma

da(x,t) + dB(z,t) (5)

com da(z,t) = w(z,t)dv(z) e dB(z,t) := 72, Ci(t)dy, ), t € B, onde B é um intervalo
aberto de R e d,, ;) denota a medida de Dirac cujo suporte é o conjunto {y;(t)}-.

Teorema 2.1. Seja p uma medida satisfazendo as hipdteses acima e tal que (Ow/0t)(z,t)
seja continua em A X B. Além disso, suponha que

o0
G(t,x1,...,2p) == Zgi(t,xl, cey Tp)
i=0

convirja para t =ty e que

0G L > agi oG - > 891‘
&(t,xl,...,xn).—;&(t,xl,...,mn) e a—%(t,xl,...,xn)—‘ x'(t,:cl,...,a;n)

convirjam uniformemente para t € B, onde

n

gilt w1,y an) = G (yi(t) — @) ] J(wilt) — )

=1
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e (x1,...,x,) € R". Para cada k € {1,...,n}, seja

_J uit) —an(t)  se yilt) # w(t),
eilt) = { o )
onde x1(t),...,x,(t) denotam os zeros de Py (x,t).

Seja

n

2 — 5j,k
Ry i(t) := ]Z_;yi(t) — @)

onde a soma € considerada sobre todos os valores j et para os quais y;(t) # x;(t). Entdo
xi(t) € uma fungao estritamente crescente de t, para os valores de t tais que

LG 1w
i (t) {Cz'(t) U0 By w(zp(t),t) a1 k(t)at)} >0 (6)

e que o
o) oY) (")

seja uma fungao crescente de x € A, desde que a desigualdade (6) seja estrita ou a fungdo
(7) nao seja constante em A.

Demonstragao. A prova deste resultado é baseada no Teorema da Fungao Implicita e é
bastante semelhante a prova do Teorema 1.1 apresentada por Markov.

Seja Pp(z,t) = (x —x1(t)) ... (z — xn(t)) 0 n-ésimo polindémio ortogonal com relacao a
medida (5). Assim, P,(x,t) satisfaz

b
/q(x)Pn(x,t) (z,t)dv(z +Zg Yi(t)) Po(yi(t), 1) = 0 (8)

para todo polinémio ¢ € P,—1 = {ap + a12 + ... + apz™ | a; € R}.
Como P, (xk(t),t) = 0 e (0P,/0z)(xk(t), ) # 0, o Teorema da Funcao Implicita ga-

rante que op
%(t) _ #(xk(t% t) (9)
dt 0P, '
I (0.1
Como q(z) = ¢(z,v) = m € Pp_1, substituindo na derivada da equagao (8) e
fazendo v — ¢, obtemos
" [Pl V)]Z(?w o [Pawilt), )]
/a m at + Z{Cz + CZ ( )Rk,z(t)} yz( ) _ mk(t)
P,(z,v) OP, oP,
:U(xk(t))at( x, tw(z, t)dv(z +Zg i(0), (>) o wit),) =0. (10)
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Por outro lado, tomando

o) = (o) = { 2 ) = @0} s e P

substituindo na expressao (8) e subtraindo de (10), obtemos

0P, P, (z,v) ;1)
ot (2(8), 1) {/m—mk(t) +Z§:Q —xk(t)}
Py (x 8w P, (y;(1),1)]?
= [P )+ L0+ nloR O )

Considerando agora

q(z) = qx,t) =

na relagao de ortogonalidade (8), obtemos

0P, Pn(:L‘,t) (yz t) t)
Pl [P0, )
- [ e ”;C’(”(yx)—xk(t»?' .
Portanto, substituindo (11) e (12) em (9), obtemos
[Pn(z, t)]Zaw o [Pni(®), 1))
i [ *Z“ SO ”(“}yx RGN
at [Pue O] i(t), 1)) '
[ &t vovte *ZQ 7
Como
1 Ow [P (1)) B
S a0 [ T <o, (19

podemos subtrair esta expressao do numerador do lado direito de (13). Desta forma,

[P, (x, 1)]? 0w, oy P (), 1))
/ e +Z{c )+ GOUO R ()
aw 1 Ow

[ [Pu(=,t)]? 1
-/ <w(x,t) a0 Waﬁmk(t%“) wlw )v(2)
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Ci (t) 80.)

+Z{<@ PO ~ o .0 | O

Note que, de acordo com as hipoteses do teorema,

1 1 Ow 1 ow
<w<x,t> @Y " Sy o kO ”) =0

Vale destacar que, como o denominador do lado direito de (13) é sempre positivo, o
sinal de 2,(t) é o mesmo do numerador da equacao. Portanto, o resultado segue de (15).

x — x(t)

d
3 Caso du(z,t) = da(zx) + ((t)d,
Medidas que podem ser decompostas como
dpu(,t) = da(x) + C(£)5, (16)

sao vistas com frequéncia na literatura (ver [3,5], por exemplo). No trabalho [3] encontra-
mos resultados sobre os zeros de polindomios ortogonais com relagao a (16). Apresentamos
abaixo um resultado sobre a monotonicidade dos zeros de polindmios ortogonais com
relacdo a uma medida um pouco mais geral do que a medida (16), que é consequéncia do
Teorema 2.1.

Corolario 3.1. Consideremos wma medida dp(x,t) = do(x)+> ;2 Ci(t)dy, nas condigoes
do Teorema 2.1. Além disso, suponha que y;, i = 0,1,... sdo contantes e (/(t) = 0 para
i # 1. Consideremos os conjuntos

Cy ={teBIGt) <0}, C ={teBIG(t) >0}

Se xi(t) < yi (respectivamente x(t) > y;) para todo t € B, entdo x(t) € uma fungdo

crescente (respectivamente, decrecente) de t em C’;r (respectivamente, em C,” ). Em outras
palavras, cada zero xk(t) do lado esquerdo de y; é uma fungao crescente (decrescente) de t
em C;" (C[ ), enquanto que cada zero zy(t) do lado direito de y; é uma funcdo decrescente

(crescente) de t em C;F (C; ).

Demonstracgao. Neste caso a equagao (13) fica reduzida a

[Pa(wi(t) )]
Aoy _ G yl—l‘k(t)

dt [P, )2 Py (i, )]
/@ﬂww‘”” *Z@ -ﬁww

O resultado segue imediatamente da equacao acima. O
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Exemplo 3.1. Seja du(z,t) = dx+ (10y, + (20y, +(30y,, onde 1 = (i1(t) =t, =3 =1,
y1=2,y2=05,ey3 =7, com A= (—1,1) e B=(0,00). Consideremos {p,} a sequéncia
de polinémios ortogonais com relacao a du, ou seja,

1
/_ @)+ 02 (2) + pa(Dpn(5) + 5o Do) =0, m £

Pelo Corolario 3.1, os zeros do polinémio p, localizados do lado esquerdo de y; = 2 sao
fungoes crescentes de t, enquanto os zeros de p, do lado direito de y; = 2 sdo funcgoes
decrescentes de t.

A Tabela 1 mostra a monotonicidade dos zeros de py. Observe que dois deles sdo
fungoes crescentes de t, enquanto os outros sao fungoes decrescentes de t.

Tabela 1: Zeros do polinémio py em fungao de t.
t IEl(t) $2(t) :L‘g(t) I‘4(7f)
0.0 -0.655077 0.46887 4.98364 6.99699
0.5 -0.528752 1.07504 4.83155 6.97651
1.0 -0.502388 1.33983 4.75758 6.96841
1.5 -0.491188 1.48640 4.71348 6.96408
2.0 -0.485007 1.57951 4.68410 6.96138
2.5 -0.481092 1.64394 4.66310 6.95953
3.0 -0.478390 1.69121 4.64733 6.95820
3.5 -0.476414 1.72736 4.63504 6.95718
4.0 -0.474906 1.75592 4.62520 6.95638
4.5 -0.473717 1.77906 4.61713 6.95574
5.0 -0.472756 1.79818 4.61040 6.95521
5.5 -0.471962 1.81425 4.60470 6.95477
6.0 -0.471297 1.82795 4.59981 6.95439
6.5 -0.470730 1.83977 4.59557 6.95407
7.0 -0.470242 1.85006 4.59185 6.95379
7.5 -0.469817 1.85911 4.58857 6.95354
8.0 -0.469444 1.86713 4.58565 6.95332
8.5 -0.469113 1.87428 4.58304 6.95313
9.0 -0.468819 1.88071 4.58069 6.95295
9.5 -0.468555 1.88651 4.57856 6.95279
10.0 -0.468316 1.89177 4.57662 6.95265

Outros casos particulares do Teorema 2.1 podem ser encontrados em [1].

4 Conclusoes

Seguindo os mesmos passos de Markov [7], mostramos que os seus resultados sobre a
monotonicidade dos zeros de polinémios ortogonais associados a uma familia de medidas
de Borel a um parametro ¢ podem ser extendidos para casos muito mais gerais, em que
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7
as medidas em questao possuem uma parte continua da(z,t) = w(x,t)dv(z) e uma parte
discreta com uma infinidade de pontos de massa dB(wx,t) = > ;2 (i(t)dy, (1)
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