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Resumo A simulagdo numérica do escoamento de dgua no solo é de grande importancia
para entender e melhorar muitos processos de drenagem e infiltracao. Neste trabalho, a
abordagem numérica para a simulacao do escoamento dgua-ar em uma zona subsaturada foi
focada na resolucao numérica da equagao de Richards. Para resolver o sistema nao linear
decorrente da discretizagao da equacao que modela o problema, foi utilizado um método
numérico de busca direta que nao utiliza derivadas, denominado DFSANE.

Palavras-chave. Equagao de Richards, Meios Porosos, DFSANE, Zona Subsaturada.

1 Introducao

O escoamento de fluidos em meios porosos é um complexo fenémeno que vem sendo
analisado hé anos [3], sendo de grande importancia para diversas dreas da engenharia e
ciéncia, por exemplo, hidrologia de dguas subterraneas, engenharia de reservatorios, ciéncia
dos solos, mecanica dos solos e engenharia quimica [1].
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Em uma formagao subterrdanea, a dgua, ao infiltrar-se através da superficie do solo,
move-se para baixo preenchendo os intersticios das formagoes rochosas que se encontram
acima do rochedo impermedvel, presentes nas zonas saturadas e subsaturadas.

Localizada na zona subsaturada, a zona vadosa abriga diversos fenomenos fisicos, tais
como infiltracao e evaporacao. Diante deste contexto, a simulacao numérica do escoamento
de dgua em zona subsaturada permite compreender e melhorar processos de drenagem e
infiltragao, sendo possivel, por exemplo, evitar futuras erosdes causadas por danificacao e
enfraquecimento do solo.

Neste trabalho, um simulador computacional foi desenvolvido para possibilitar uma
descricao acurada do fluxo de 4gua em zonas subsaturadas. Foi efetuada uma modelagem
para a simulacao do escoamento de 4gua em uma regiao inicialmente subsaturada, que, com
o passar do tempo, pode apresentar trechos saturados como consequéncia da infiltracao de
agua. Em particular, é de interesse obter simulacoes de infiltragoes de frentes molhantes
(agudas) na zona vadosa.

2 Modelagem do Escoamento

A equagao de Richards [7] é uma equagao diferencial parcial (EDP) nao linear baseada
na equacao de conservacao de massa da fase 4gua e na velocidade de Darcy [6] para fluidos
imisciveis:

va.(wv(

2 e prwwz)) _0 (1)

em que k é a permeabilidade, py, ¢, Sw, Pw, kr,, tw denotam, respectivamente, a den-
sidade, porosidade, saturacao, pressao, permeabilidade relativa e viscosidade da dgua. A
aceleracao da gravidade local é dada por g, v, = pg, t expressa o tempo e z é a diregao
vertical ( de um sistema de eixos Cartesianos ortogonais) apontando de baixo para cima.

Considerando um escoamento bifasico, em que o ar compartilha o mesmo espago poroso
que a agua, as pressoes das fases sao manométricas, definidas como a diferenca entre a
pressao absoluta do fluido e a pressdo atmosférica (paim). Assim, Py = [Pwlyps — Patm €
Prw = [Pnw]gps —Patm, €M qUE Ppyy, € a pressao do ar, [Pw),ps € [Prw) 55 5830, respectivamente,
as pressoes absolutas da dgua e do ar.

O modelo de Richards utiliza as seguintes hipdtese basicas: a dgua é um fluido in-
compressivel, isto é, p,, é constante; a porosidade nao depende das pressoes das fases; a
saturagao e a permeabilidade relativa sao func¢oes (no méximo) da pressao; e, para todo
tempo, a pressao manomeétrica do ar é sempre zero, ou seja, [Pnw),ps = Patm-

A permeabilidade é dada pela equacao de Kozeny-Carman Generalizada a Trés Parame-
tros (KCGTP) [4]. Os valores dos trés parametros, 2 = 2 darcy, ¢ = 1,5 e n = 0,02,
sao baseados em valores tipicos para meios porosos arenosos, previamente considerados na
referéncia [4].

Segundo Bear [1], a pressao capilar (p.) é a diferenca entre as pressoes das fases,
assim, p. = Pnw — Pw- Sob a hipdtese de Richards, a pressao capilar é dada por p. = —pa,
como p,, > 0, em uma regiao subsaturada a pressao manométrica da dgua assume valores
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negativos. Na préatica, a equacao de Richards é também empregada para descrever o
escoamento de dgua em uma regiao saturada.

Considerando as hipdteses do modelo de Richards, a Equacao (1) torna-se:

0Sw(pw) Kk, (pw)
e

(Vpuw + Wz)> =0 (2)

Hw

As condigoes de contorno para a Equacao (2) sdo: a pressao da dgua é prescrita na
fronteira do dominio poroso que atende a condicao de contorno de Dirichlet, denotada por
00P e é conhecida a velocidade da dgua ortogonal a fronteira que atende a condicio de
contorno de Neumann, nomeada por 9QY. Além disso, a pressao da dgua esté efetivamente
definida e é conhecida no tempo inicial, sendo esta a condicao inicial do problema analisado.
A pressio da dgua de entrada é dada por: Pg(z) = — (b+2/a) x 107* atm. Os valores
de a = 1 cm/atm e b = 99 atm, foram escolhidos com o objetivo de proporcionar uma
distribuicao de pressao apropriada no contexto do problema teste elaborado neste trabalho.
Na saida da zona vadosa, a pressao da dgua é constante igual a Ps(z) = —0,06 atm.

Desconsiderando os fendmenos de histereses, foram usados os modelos cldssicos pro-
postos por Brooks e Corey [2]. Se p. > pp, em que a pressao de borbulhamento (p,) é
aproximadamente o menor valor de pc > 0, a saturagao da dgua é dada por: Sy, (pw) =

A
Swo+ (gi) (1—Sy,) e a permeabilidade relativa do fluido molhante é k;, (pw) = (%’;) w
O parametro A é o chamado indice de distribuicao do tamanho dos poros, uma propriedade
do meio poroso.

Se p. < pp, a saturacao e a permeabilidade relativa da agua sdo, respectivamente,
Sw(Pw) = 1 = Spwy € kry (Pw) = Erypy- Snuw, ¢ a saturacao irredutivel da fase ar e 0 <
kr.,, < 1 é o maior valor que pode ser alcancado pela permeabilidade relativa da agua,
tipico de um meio poroso saturado.

Os valores relativos ao modelo de Brooks e Corey, p, = —0,009 atm , A = 1,0 e
Swy = 0,2, sao valores tipicamente usados na literatura, que sao semelhantes aqueles
considerados pelos préprios autores (Brooks e Corey) [2].

3 Metodologia

A Equacao (2) foi discretizada usando diferencas finitas [8] em cada nivel de tempo
tn, = nA¢, com Ay = 50 s. Para cada nd, com coordenada (z;, z;), tem-se uma EDP dada
por:

~9S5(p) _ 9 [kk.(p)OP] O [kk:(p) (OP _
Pig ot 81’[ H ax:|z 82[ H <82+7>]i,j_07 ®)

J

em que 4, j representam a face do bloco €Q; ;.

Ap6s discretizacao e simplificacoes, obtém-se:
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61758 — miz P\zur 1 (Pivrg = Pig) = A1 (P = Pz‘—l,j)}
Loy Pijr1—Pij ’ Pij=Pij—i — (4)
& [y (B0 2s1y) = Ay (Bt )] =0
O valor de A em um ponto médio i+1/2, por exemplo, é calculado pela média harmonica
dos valores A nos pontos vizinhos i+ 1 e i — 1. Na Equacao (4), o primeiro termo é discre-
tizado no tempo por um esquema semi-implicito. Calcula-se as diferencas de pressoes, a
mobilidade da dgua (\) e ¥ = pg no tempo n+ 1. A Equagao (4) toma a forma nao linear
na pressao mostrada na Equacao (5).

Sprt_sn
Pig TP n+1 n—+1 n+1 n+1 n+1 n+1
d)%] At Azx |:>\'L+ (Pl+1 2 Pl] ) Asz,] ('P%J P J):|

+1 +1 +1 +1
_L )\TL+1 P:j‘i'l_Pinj + ,y _ )\T’L+1 Pln] P;}]'—i + ,7n+1 — 0
Az | "(ig+3) Az iy ij+s Az =3

paratodot=1,...N,ej=1,...,N,, onde N, e N, sao as quantidades de nés em cada
direcao.

O meio poroso considerado possui dominio retangular tridimensional. O escoamento
bifasico ocorre essencialmente no plano xzz. Mais precisamente, o escoamento imiscivel
sera tratado como bidimensional e estard associado as direcoes x e z apenas, de modo que:
Sw = Sw(x, z,t) e p = P(x, z,t). No exemplo simulado no presente trabalho, considerou-se
que o dominio se encontra na escala laboratorial, com lados de comprimento L, = L, =
60 cm e espessura desprezada. Supoe-se que a zona vadosa é estratificada, apresentando
trés camadas horizontais de diferentes porosidades (¢) que variam de forma aleatéria e
uniforme. Na camada superior (40 < z < 60), ¢ € [0,4,0,5]. Na camada intermediaria
(20 < z < 40), ¢ € ]0,3,0,4]. Finalmente, na camada inferior(0 < z < 20), ¢ € [0,2,0, 3].

Os resultados sao obtidos a partir da resolucao de um sistema nao linear de grande
porte para cada passo de tempo. O sistema resultante da discretizacao em diferencas
finitas centradas da forma mista da equacao de Richards, é resolvido usando o método
DFSANE proposto por La Cruz, Martinez e Raydan [5], o qual é um método espectral
totalmente livre de derivadas. Neste método, nao ha necessidade de calcular a matriz jaco-
biana associada ao sistema nao linear, sendo esta uma grande vantagem desta metodologia.
E importante mencionar, ainda, que este método espectral requer, principalmente, o ar-
mazenamento de dois vetores de tamanho N = 2 x N, X IV,, o vetor das varidveis e o vetor
de busca F(z). O DFSANE foi implementado utilizando um cédigo computacional feito
em linguagem de programagao FORTRAN 77.

4 Resultados

No problema teste deste trabalho, considera-se o escoamento de dgua em uma zona
vadosa heterogénea bidimensional que no principio estava saturada com ar. O topo e a
base do meio poroso sao considerados impermedveis.
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Figura 1: Distribuigdo de pressdo da dgua no meio poroso com relacao ao tempo, apés (a) 5, (b)
35, (c) 100 e (d) 300 dias

Apesar dos valores da pressao de entrada (Pg) serem maiores, quando z tende para o
nivel zero (referente & base do meio poroso), inicialmente, a distribui¢do de pressao tem
seus maiores valores nas camadas superiores, proximo ao lado adjacente ao rio.

A Figura 1 mostra a evolucdo da distribuicdo de pressdo da dgua com relacdo ao
tempo. Pode-se notar que, principalmente a partir da Figuras 1-c e 1-d, a pressao da agua
na base da zona inicialmente subsaturada tende a aumentar com o passar do tempo. Para
tempos relativamente grandes, observa-se que a regiao de menor pressao concentra-se,
essencialmente, no canto superior direito do meio poroso.

A Figura 2 mostra etapas da evolugao da saturacido da dgua do rio no meio poroso.
Nota-se que, com o passar do tempo, a dgua do rio tende a ocupar em maior quantidade
a base da zona antes subsaturada. No entanto, uma fracao significativa de dgua intrusiva
escoa em direcao ao canto superior direito do dominio poroso, permeando grande parte da
zona de aeracao adjacente ao lado esquerdo deste meio retangular.

Nos graficos da Figura 3, s@o apresentadas as curvas de variacao da saturagao e pressao
da dgua para z fixado em 10 cm com relacdo as diferentes alturas (z) do meio poroso.

Nos primeiros dias a dgua tende a entrar nas camadas superiores, portanto a pressao
é maior nessas camadas. Com o passar do tempo, por efeito da gravidade e em razao da
condicao de contorno na fronteira vertical esquerda do meio poroso, a pressao torna-se
maior nas camadas inferiores.
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Figura 2: Saturacao da dgua na zona vadosa para os seguintes tempos: (a) 5, (b) 35, (c) 100 e
(d) 300 dias
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Figura 3: Curvas da variacdo da (a) saturacao e da (b) pressdo ao longo do tempo, para x = 10
fixado, em relacao as diferentes alturas (z) do meio poroso.

5 Conclusoes

Neste trabalho foi estudada a modelagem matemaética e desenvolveu-se um simulador
numérico para o escoamento bifdsico em um meio poroso heterogéneo, o qual considerou-se
ser uma zona vadosa retangular com fluxo de dgua, essencialmente, bidimensional.

A abordagem numérica para a simulacao do escoamento agua-ar foi focada na solugao
da equacao de Richards. O sistema nao linear gerado pela discretizacao da Equagao (2)
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foi resolvido pela primeira vez empregando-se o chamado método DFSANE. Este método
¢é totalmente livre de derivadas, o que diminui grandemente o esfor¢o computacional, ja
que nao calcula e também nao armazena a matriz Jacobiana resultante da discretizagao
da EDP nao linear, e nem tao pouco resolve sistemas lineares associados a tal matriz.

Com o uso do cddigo desenvolvido neste trabalho foram realizadas simulagoes numéricas,
cujos resultados permitiram visualizar e analisar as caracteristicas fisicas e geométricas das
distribuicoes de pressao e saturacao da dgua intrusiva de um rio adjacente a uma zona
porosa heterogénea, estratificada e inicialmente aerada. Tais simulagoes foram realizadas
levando-se em consideracao longos periodos de intrusao de dgua de um rio em uma zona
vadosa bidimensional, chegando-se a simular até dois anos de intrusao de 4gua, o que
comprovou a robustez do conjunto da metodologia numérica.
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