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Resumo. Neste trabalho, o conceito de p-autopares do ¢-Laplaciano, que generaliza os
conceitos usuais de autovalores e autovetores do laplaciano através do uso de normas asso-
ciadas aos vértices e as arestas do grafo, é aplicado a fim de obter relacoes com invariantes
de um grafo. Essa abordagem permite reescrever resultados de Teoria dos Grafos em uma
linguagem analitico-espectral. Em particular, estudamos o segundo menor p- autovalores do
g-laplaciano, que generaliza a conectividade algébrica, relacionando com invariantes como
constante de Cheeger, didmetro e distancia resistiva do grafo.

Palavras-chave. Teoria Espectral dos Grafos, Otimizagao, g-laplaciano.

1 Introducao

E bem sabido que os autovetores da matriz laplaciana L = L(G) de um grafo G =
(V, E) sdo obtidos através do quociente de Rayleigh R(x) = 27 Lz /||x||3, onde 27 Lz =
dijer(Ti — z;)? [7]. Além disso, é possivel restringir a busca por pontos criticos & bola
unitéria {z € RVl : ||z|s = 1}. De fato, o numerador da expressio de R(z) também &
interpretado como uma norma. Denote por B uma matriz de incidéncia de G relativa
a uma orientacdo qualquer, como L = BT B; entdo que 'Lz = ||Bz|2, de forma que
R(x) = | Bal}3/ |23

O segundo menor autovalor de L, chamado de conectividade algébrica, bem como o
autovetor associado (vetor de Fiedler) tém atraido a atencdo pelas suas propriedades e
por suas aplicacoes, principalmente a problemas de particionamento e aprendizagem de
maquina (ver [7] e sua referéncias).

Para 2 € RVl p € [1,00] e ¢ € [1,00), definimos uma generalizacio do quociente de
Rayleigh [3, pg. 16],

RY(z) = 2ijer i —x5|* (HB:vllq)q
P - q - )
[E3]¥ [Ea
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e define-se um funcional associado, denominado de g-laplaciano. Note que as escolhas de
p e g acima equivalem a atribuicdo de uma p-norma associada aos vértices e uma g-norma
associada as arestas de (G, pois cada entrada de x e Bz é associada, respectivamente, a um
vértice e uma aresta do grafo. Biihler e Hein [4], assim como Amghibech [1], chamaram de
“autovetores” os pontos criticos de R, ou seja, o caso em que p = ¢, e seguiremos a mesma
linha. Em particular, mostraremos que o segundo menor p-autovalor do g-laplaciano, que
generaliza conectividade algébrica de G, conforme se altera o valor de p e g, se relaciona
com diferentes invariantes de um grafo, como constante de Cheeger, diametro e distancia
resistiva.

Por questoes de brevidade, varias das provas sao omitidas. Ao leitor interessado nos
detalhes, bem como em outros resultados utilizando abordagem similar, recomenda-se
consultar a fonte [3].

Para t € R, sejam:

1, set>0; 1, set > 0;
sign (t) =4 —1, set<0; e Sign(t)=1< —1, se t < 0;
0, set=0. [—1,1], set=0.

Para p > 1, considere também a fungao (multivalorada para p = 1)

[t|P~tsign (t), sep>1;
%(t) = . _
Sign (t), se p=1.

Observe que ¢o(t) =t. Se x é um vetor, consideramos que as fungoes sign (x), Sign (z) e
¢p(x) sao aplicadas por entrada.

Para i,5 € V (i # j), a distancia usual entre i e j é denotada por d(i,7), com a
convengao de que d(i, j) = oo se i e j estao em componentes conexas distintas. O didmetro
de G é diam(G) (= oo se G é desconexo). O tamanho de corte do conjunto de vértices
ScVécut(S)=|{ije E:ie€ S, je€S}. O vetor de zeros é 0 e o vetor de uns é 1. Para
uma matriz M, obtemos Mg removendo de M as linhas e colunas indexadas por S, e M;
removendo de M a i-ésima linha e a i-ésima coluna. Uma convengao analoga é usada para
vetores, com os conjuntos no indice se referindo a entradas em vez de linhas e colunas.

2 p-autopares do g-laplaciano

Buscamos agora uma funcao L, : RIVI — RVl que tenha um papel semelhante ao de

L para compor R}(z), ou seja, que tenha a propriedade 27 L,z = > |z; — ;|7
ijEE

Defini¢ao 2.1. Seja G = (V, E) um grafo, q € [1,00) e z € RVI. O g-laplaciano L, €a
funcdo definida por

(Low)i = Y dglai — ).

jujer
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Essa definigao foi introduzida por Amghibech [1]. Observamos que L, tem algumas
propriedades bésicas do g-laplaciano, que ja haviam sido mostradas para p = ¢ > 1 [4]; no
entanto, as propriedades abaixo valem para p,q > 1.

Proposigao 2.1. Seja L, o g-laplaciano de G = (V, E). Entdo

a) 2T Lyx = Y |z — 2|9 >0;
ijeE

b) Ly(x + cl) = Lyx e Ly(cx) = ¢(c)Lyx para qualquer ¢ € R

¢) v € R" é um ponto critico de Rj(z) se e somente se v é um p-autovetor de L,
associado ao p-autovalor X\ = vI Lyv/|[v|}.

d) O conjunto dos p-autovetores de Lq associados ao p-autovalor 0 é um espago vetorial,
cuja dimensao € igual ao numero de componentes conexas de G.

e) para um p-autovetor v associado a um p-autovalor nao-nulo de Ly vale 0 € 3~ ¢, (v;).
i€V

Enfim, introduzimos a definicdo de p-autovalores e p-autovetores do g-laplaciano.

Definicao 2.2. Sejam p,q > 1. Um nimero real A é dito um p-autovalor de Ly = Ly(G)
se existe um vetor real v tal que 0 € Lyv — Ay (v). O vetor v € entao dito um p-autovetor
associado a A.

Em outras palavras, existem ¢ € Lqv,u € ¢,(v) tais que £ = Au. A condicdo 0 €
L,v — Agp(v) é dita a (p, g)-autoequacao de Ly, e o par (A, v) é um p-autopar de L,. Se
p,q > 1, esta torna-se Lyv = App(v).

A questao da multiplicidade de p-autovalores de L, nao ¢ trivial, até porque com-
binagoes lineares de p-autovetores nao sao necessariamente p-autovetores. Entretanto,
garantimos a existéncia ao menos do segundo menor p-autovalor de L,, pois mostra-se que
o conjunto X = {z € RVl . ||z]|, =1 e 3 ¢,(x;) = 0} é compacto [3, Proposicio 3.7].

eV

3 Conectividade (p, q)-algébrica

Uma extensao da conectividade algébrica é descrita abaixo [3, Defini¢ao 5.1].

Definigao 3.1. Para p € [1,00], a conectividade (p,q)-algébrica de G, a}(G), € o sequndo
menor p-autovalor de L.

A obtencdo de a}(G) pode ser formulada de varias maneiras. Uma delas ¢

al(G) = min x; — x4]9. 1
HOI= i, 3 b 0
z||p=

Da discussao da segao anterior, vimos que a}(G) estd bem definido e que G é conexo se e

somente a}(G) é positivo. Além disso, ao deslocar X por m1 para m € R, a solugao de
(1) ndo muda.
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3.1 Interpretagao combinatéria e fisica de a?
Para ¢ > 1 e m € R, é mostrado em [3, Proposi¢ao 5.3] que

al (G) = nglér‘l/ mlr:ny;ril T Lya. (2)
i#j zj=m—l
Em particular, a2 (G) é o minimo de um conjunto de (“2/‘) problemas quadraticos convexos
com restrigoes lineares, sendo que cada um é resolvido em tempo polinomial ( [8, Teorema
4.1]), ou seja, a>,(G) é obtido em tempo polinomial. Prova-se também que uma solucio
6tima z de (2) possui exatamente uma entrada z, tal que z, = m + 1, e exatamente
uma entrada xp tal que z, = m — 1; chamamos a e b de vértices lideres de G (em x).
Conjecturamos que os vértices lideres de G nao sao vizinhos, exceto se G for completo.
Para i,j € V, denotamos por Tg(i,j) o ntmero de florestas geradoras de G com
exatamente duas arvores T;, T com i € V(T;) e j € V(1}), e por T¢ o niimero de arvores
geradoras de G. Mostraremos que o valor de a?,(G) pode ser interpretado em termos de
Tc(i,7) e Tg. Dessa forma, o Teorema Matriz-Arvore pode ser reescrito como det Ly = Tg
para qualquer ¢ € V. Usando uma generalizacao chamada Teorema Matriz Arvore para
Todos os Menores [5], obtemos que, para « = {i,j} C V,

det Ls = Tq (4, 7). (3)
. L 4T¢
Lema 3.1. Seja G um grafo conexo. Entdo a5, (G) = ———————.
max TG(Zaj)
1,jEV
Demonstragdo. Fixando m = 1 em (2), entdo z; = 0 e o segundo minimo torna-se

minzx; = QxiT Lz, cuja condicao de otimalidade é 2L;x; = Aej, e multiplicando a esquerda
por xiT obtemos A = T Lz. Como G é conexo, det L; = T > 0, logo L; é invertivel e
2x; = Ay, onde y = L{lej. Aplicando a Regra de Cramer a L;y = ¢; e a (3), obtemos

_detLy  Tal(i, j)

(7Y = )
Yj ( 7 )J] det L7 TG
4 47¢
Como 2z; = 4 = \y;, temos que 'Ly =\=— = 7G Como o numerador é
yi  Tc(i,g)
fixo para G dado, o minimo é obtido maximizando-se o denominador. O

Além disso, a% (G) tem relagdo com a distancia resistiva €;; entre os vértices i e j [6].

Nesse contexto, G representa uma malha elétrica em que cada aresta possui um resistor
de 1 ohm, €;; ¢ definida como a resisténcia equivalente do circuito ao se aplicar uma
diferenca de potencial i e j, tal como na Figura 1. Para mostrar a conexio de a (G) com
as distancias resistivas em G, usamos o resultado abaixo, provado por Bapat et. al. [2]:

det L&

det Lg '

Obtemos resultado a seguir segue diretamente desse teorema e do Lema 3.1.
4

max Qij '
1,j€V

Teorema 3.1. Seja a = {i,j} C V. Entao Q;; =

Teorema 3.2. Seja G um grafo conexo. Entio a% (G) =
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5
1
Q15 = 0,5532
—_ 3 =05
2 e Q15 = 0,875
Qog = 0, 6667
5

Figura 1: Exemplo de distancia resistiva: {1 5 é a resisténcia equivalente quando os polos
de uma bateria sao conectados nos pontos 1 e 5.

3.2 Ocasop=¢q=1

A conectividade algébrica a(G) = a3(G) tem relagdo com a constante de de Cheeger
hg = min{cut(S)/|S| : S C V,|S| < |V]|/2}. Em [4], é mostrada uma relagao entre aj
(p=4q) e hg: para p > 1, sendo Ag o grau maximo de G,

(2/26)"" (ha/p) < ab(G) < 27 'hg,

logo lim+ ab(G@) = h¢. Trataremos agora o caso p = ¢ = 1 diretamente, e nao mais como
p—1
um limite. Lembramos que o 1-laplaciano L; satisfaz (L1z); = ). Sign(x; — x;).
jHjEE

Teorema 3.3. a}(G) = hg.

Ideia da Demonstragao. Se G é desconexo, o resultado segue. Suponhamos entao que G

é conexo. Mostremos que ai(G) < hg. Reescrevemos a Equagio (1) como

(G = min i — 4]
1 ey, Sign(zi)ijeE 2]l

Para cada S C V com |S| < |V]/2, considere x € R™ tal que z; = 1sei € S e x; =0 se

i € S. Verifica-se facilmente que Ri(z) = Cults(‘s). Ademais, verificamos que Y, Sign (z;) =

[—|V| 4+ 2|S],|V]], e o limite inferior deste intervalo é nao-positivo porque |S| < |V]/2.
Resta provar que ai(G) > hg. Denote-se os conjuntos N, = {i : x; < 0}, P, = {i :
x; >0} e Zy = {i: x; = 0}. Pelo Coroldrio 5.34 em [3], para um autopar (A, z) com A > 0 e
y=1p,, (A\,y) também é um autopar com \ = cut(P,)/|P;|. A condi¢do 0 € ), Sign (x;)
é equivalente a |Z,| < [|Py| — |N;||. Como |[Ny| = 0, temos que |Z,| > |Py| = | Py, logo
|P:| < |V|/2, e portanto A = cut(P;)/|P:| > hg. Como a}(G) é o menor l-autovalor
positivo de Ly, entdo a}(G) > hg, o que conclui a prova. O
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3.3 Alguns outros resultados

3.3.1 Resultados para a?

J& falamos sobre a relagao entre a(G) e a constante de Cheeger hg, e mostramos que
a}(G) = hg. Para ¢ > 1, obtemos uma cota superior para af(G) que se relaciona com um
particionamento de G que se aproxima de uma bissecgao.

Proposicao 3.1. Seja G um grafo conexo com n vértices. Entdo

e cxiste um 1-autovetor x de a?(G) com igual niimero de entradas positivas e negativas,
e exatamente uma entrada nula se n € impar, e sem entradas nulas, se n € par;

e se i,j € V tém a mesma vizinhanga, com exce¢cdo da vizinhanga entre eles, e
sign (x;) = sign (), entdo x; = x;.

Isso possibilita, por exemplo, calcular a?(K,) = 1 para n par e a?(K,) = 1+1/(n—1)

para n impar. Para grafos em geral, obtemos a%(G) por um algoritmo de “forca bruta”,

mostrando que o problema de decisao correspondente pertence a classe de complexidade
NP. Conjectura-se que este problema seja N/P-completo.

3.3.2 O limite ¢ >

O célculo de lim a}(G) nao é tao interessante. De fato, se |[V]| > 3 (exceto K3) ou
q—o0

p > 1, entdo lim aj(G) = 0. Definimos entdo a quantidade a;°(G) = lim (ado(G))Y4, e
q—00 q—00
mostramos que
% (G) = min min  max |z; — x;|. 4
~(G) = min  min max|z; — ;| (4)
Mostra-se que a2(G) > 0 se e somente se G é conexo. A seguir, estabelecemos uma
relagdo entre a2 (G) e o diametro de G.

Proposigao 3.2. Sob a convengao 1/00 = 0, para qualquer grafo G, a3 (G) = 2/diam(G).
Demonstragao. Se G é desconexo, a2 (G) = 0 e o resultado segue. Se G é conexo, rees-
crevemos (4) como asS(G) = miny yev,ute Cuw, onde o, é a solugao de

min{a : xy, = 1= —x,, |2; — ;| < a, o] < 1,4 € Viij € E}.

Como G é conexo, o > 0, entao 1/ay, é a solugdo de max 1/« sujeito as mesmas restrigoes.
Introduzimos variaveis y; = x;/a, de modo que é = %“ =1yy € 1/ay, é a solugao de

max{yy : |¥i — vj| < 1L, |yil <yu=1yv,i € V,ij € E}

Seja wiqig - - - ix_1v um caminho minimo (de tamanho k = d(u,v)) entre u e v. Somando

lyi—y;| < 1 sobre as arestas do caminho, obtemos —k < y, — 4, (= 2y,) < k, 0 que equivale

a 1y, < k/2. Verifica-se que o vetor y com entradas dadas por y; = %ngc d(u,j) — d(u, i)
Jje

é viavel e satisfaz y,, = k/2, que equivale a 1/ay, = d(u,v)/2, e finalmente basta verificar
que a2 (G) = miny ey (1/owy) = 2/diam(G). O
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4 Conclusao e trabalhos futuros

Mostramos que a generalizagao da conectividade algébrica a}(G), conforme se altera o

valor de p e ¢, permite a conexdo com diferentes invariantes de um grafo, como constante
de Cheeger, didametro e distancia resistiva. Claramente, ainda existem diversos casos
particulares que podem serem explorados. Varias questoes estao em aberto sobre a classe
de complexidade dos problemas. Por exemplo, sabemos que a obtencao de a3 e a3l é feita
em tempo polinomial, enquanto que a obtengdo de al e possivelmente a? sdao problemas
NP-completos. Talvez haja alguma monotonicidade na complexidade desses problemas;
por exemplo, pode ser o caso de, para ¢ fixo, a obtencdao de aj ser mais dificil (ou pelo
menos tao dificil) de obter quanto menor é o valor de p.
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