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Resumo. O estudo dos fendmenos que apresentam difusao anémala pode ser realizado por
meio de diferentes abordagens. Para a descrigao da dispersao de um conjunto de particulas,
em grande escala, equagoes de difusao generalizadas por meio de derivadas fracionarias, no
tempo e/ou no espago, tém sido amplamente utilizadas. Por outro lado, em pequena escala,
simulagoes computacionais baseadas em caminhadas aleatérias também sao utilizadas para
modelar a dispersao de populacoes. Neste trabalho, utilizaremos simulagoes através do
método estocastico de Monte Carlo para o estudo dos processos de Difusao Anomala.
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1 Introducao

Na Fisica, a difusdo é frequentemente descrita através de uma relagao de dispersao
entre o desvio quadratico médio, dgm(t) e o tempo, por meio de uma lei de poténcia
dgm(t) ~ Dt onde D é o coeficiente de difusdo e t é o tempo decorrido. Em um
tipico processo de difusdo conhecido como difus@o normal, temos o = 1 [5]. Neste caso,
0 processo subjacente em pequena escala é o movimento browniano das particulas. Em
grandes escalas, esse processo é descrito pela equacao de difusao clédssica, cuja solugao é
um fungao de densidade de probabilidade (PDF) no espago gaussiana, porém evoluindo
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no tempo. A varidncia associada a esta solucao obedece, portanto, a lei de dispersao na
forma de lei de poténcia.

Na lei de poténcia que descreve o fendmeno de difusao, caso o expoente seja a # 1
o processo difusivo é tratado como difusdo anémala, ocorrendo em diversas situacoes na
natureza. Para o caso em que @ > 1, o fendmeno é conhecido como superdifusao. Por outro
lado, se a < 1, o fenémeno é chamado de subdifusao. Recentemente, muitos exemplos de
fenémenos foram observados, em variados campos como, por exemplo, os de turbuléncia,
infiltracao em meios porosos, controle de poluigao, dentre outros [3].

O fenémeno de superdifusao pode ser observado, por exemplo, em sistemas biolégicos,
nos quais, seres vivos adotam estratégias de busca por alimentos, locomovendo-se segundo
o movimento de superdifusao. Estudar estes fenomenos pode ajudar a entender melhor o
problema de busca aleatéria, avaliando o que seria mais eficiente neste tipo de busca [8].
Ja o processo de subdifusao pode ser observado, por exemplo, dentro das células vivas,
sendo as moléculas do citoplasma sujeitas a este tipo de fendmeno devido a iteracao entre
as particulas presentes na prépria célula [9)].

Para compreender melhor a difusdo anomala, estudos abordam diversos modelos ma-
temadticos e/ou computacionais para tentar descrever o processo. Um dos mais conhecidos
é o de caminhada aleatéria de tempo continuo, introduzido por Montroll e Weiss [1], no
qual uma particula realiza saltos de tamanhos variados aguardando em cada passo um
tempo de espera.

A modelagem nao-linear é uma abordagem conhecida para descrever uma variedade
de fenomenos de difusdo andémala complexa, mas dificil de analisar matematicamente e
possui um custo computacional elevado para simulacoes, além de exigir parametros que
nem sempre estao disponiveis. Alternativamente, podem ser utilizados fractais e derivadas
fracionais [3].

Estudos recentes mostram sucesso ao adotar o Célculo Fracionario em modelos para
os quais ocorre difusdo andmala em meios complexos [10]. Operadores fraciondrios podem
ser uma ferramenta para modelar e investigar processos com difusdo anémala [7].

Para encontrar constantes em modelos matematicos que se adequem corretamente em
simulacbes computacionais, recorre-se ao processo conhecido como calibragao. Estudos
recentes descrevem esta tarefa aplicando-a em diversas situagoes como feito em [5] e [6].

Neste trabalho, utilizaremos simulagoes baseadas em caminhadas aleatérias de tempo
continuo através do método estocastico de Monte Carlo para o estudo dos processos de
difusédo anémala.

2 Simulacgoes

Para simular a trajetoria de particulas que estao sujeitas a difusao anémala, podemos
sortear valores para o tempo de espera e para o tamanho de cada salto, ambos através de
funcoes de densidade de probabilidade (FDP). Neste estudo estocéstico, cada conjunto de
movimentos realizados por uma particula é chamado de voo aleatdério. Consideramos as
FDP’s:
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As fungoes p(x) e p(t) estao associadas aos saltos e aos tempos de espera, respectiva-
mente, sendo K e C constantes de normalizagdo. Os voos difusivos sao gerados sorteando
varidveis aleatdrias segundo as distribuigoes p(x) e p(t). Nesse sentido, utilizamos o método
de Monte Carlo [2] pela funcao inversa para obter valores que indicam como as particulas
devem se movimentar, fornecendo os tempos de espera e diferentes comprimentos de sal-
tos. Este método considera uma proporcao entre dreas. Desta forma, sortea-se uma &rea,
0 <a <1. Assim, pode-se escrever

gl
o= [ pe)ie =P
—0oQ
Entao isola-se o evento ¢ utilizando a técnica da funcao inversa,

¢ =FYa),0<a<1.

Nas simulacGes foram considerados em cada voo um vetor d; de N posi¢oes com valores
sorteados pelo procedimento citado, contendo os tempos de espera e um segundo vetor ¢,
de mesmo tamanho com os saltos sorteados. Em seguida, foram criados um vetor com os
saltos acumulados X, e um outro com os tempos acumulados T}, ambos com tamanho

N-1 N-1
N, sendo que cada posicao de X,, é dada por Z 0:(k) e de T,, por Z 0t(k). Foram
k=1 k=1

simulados N voos, obtendo-se assim uma matriz N x N de dados.

3 Resultados

Para simulagoes realizadas com 1000 voos, foram obtidos os resultados para os tempos
de espera e para os tamanhos dos saltos. Nas Figuras 1 e 2 foram registrados em cada
coordenada um valor para o tempo de espera acumulado e um comprimento de salto
acumulado.

Os histogramas da Figura 3 mostram onde ocorrem os actimulos de pontos para dife-
rentes valores de xp. Nos histogramas da Figura 4 sao mostrados os valores de tempo de
espera, também variando o parametro xg. Neste caso, como os valores da variavel ¢t devem
ser todos positivos, observa-se a ocorréncia de uma maior concentracao préxima do valor
to = 0, havendo uma distribuicao de tempo de espera caracterizada pelo comportamento
assintético.
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Figura 1: z, X ¢, acumulados para N = 1000 voos aleatérios para r =2 e s = 2.
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Figura 2: z, x t, acumulados para N = 10000 voos aleatérios para r =2 e s = 4.

4 Conclusoes

Realizando simulagoes através do Método de Monte Carlo para funcao inversa, foi
possivel observar a existéncia de difusdo anémala realizado por uma particula unidimen-
sionalmente. Nos histogramas de posi¢ao e dos tempos de espera (Figuras 3 e 4, respecti-
vamente), observa-se uma cauda pesada para valores elevados de particulas, ou seja, eles
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Figura 3: Histogramas de posi¢do para N = 1000, r =2e s =4
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Figura 4: Histogramas de tempos de espera para N = 1000, r =2 e s =4

apresentam uma quantidade muito maior de dados ao longo da cauda em tais histogramas.
Este comportamento é esperado em fenomenos para os quais ocorre a difusdo anomala,
pois a funcao de densidade de probabilidade decai mais lentamente que uma gaussiana
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usual. Para os histogramas de tempo de espera, os pontos se acumulam préximos a t =0
e para os de posicao, os pontos se acumulam préximos a xg.
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