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Polinômios
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Resumo: Em nosso trabalho introduzimos uma metodologia que trans-
forma um sistema de somas de produtos de potências em um sistema de
somas de apenas potências. Uma vez que as relações de Girard estão rela-
cionadas com os zeros de um polinômio e essas relações definem um sistema
de Girard, que é um sistema de somas de produtos de potências, utilizamos
nossa metodologia para transformar o sistema de Girard em um sistema
equivalente, com apenas somas de potências. O sistema equivalente gerado
é mais fácil de ser trabalhado, no sentido de procurar sua solução. Assim,
aplicamos o método de Newton para resolver o sistema equivalente, a fim
de tirar proveito de sua estrutura. Exemplificamos nossa metodologia calcu-
lando todas as ráızes de um polinômio, desde que sejam distintas.

1 Introdução

O problema de se calcular todas as ráızes de um polinômio dado, da forma

p(x) =

n∑
j=0

ajx
n−j =

n∏
j=1

(x − αj) com a0 = 1, e onde αj , j = 1, . . . n são as

ráızes de p(x), é bastante conhecido, e existem diversos métodos numéricos
desenvolvidos com tal finalidade. No entanto, dado um polinômio com n
ráızes distintas, são poucos os métodos que exibem uma sequência de n
pontos que convergem para suas n ráızes. Em geral, os métodos calculam
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as ráızes de duas em duas, efetuando o processo de deflação e aplicando
novamente o algoritmo para um polinômio de grau n− 2.

O objetivo deste trabalho é desenvolver um método que exibe tal sequência.
O método é baseado no sistema de equações de Girard, o qual mostramos
ser equivalente a um sistema de somas de potências. Mais precisamente,
transformamos o seguinte sistema de Girard de n equações

x1 + x2 + x3 . . . + xn = −a1
x1x2 + x1x3 . . . + xn−1xn = a2

...
...

...
...

x1x2 . . . xn = (−1)nan

(1)

em um sistema de equações equivalente, com apenas somas de potências, a
saber: 

x1 + x2 + · · ·+ xn = c1
x21 + x22 + · · ·+ x2n = c2
...

...
xn1 + xn2 + · · ·+ xnn = cn

(2)

2 O Método

Na primeira parte de nosso trabalho, procuramos obter uma expressão para
os coeficientes ci a serem encontrados no sistema (2) Após diversas mani-
pulações algébricas, encontramos uma expressão recursiva para os coefi-
cientes ck no sistema (2). Tais relações estão dadas no teorema a seguir:

Teorema 1 Dado o sistema de Girard de n equações (1), os coeficientes ci
do sistema (2) podem ser computados via

Algoritmo 1 c1 = −a1
Para k = 1, . . . , n

ck = −
k−1∑
j=1

ajck−j − kak.

End

Como aplicação da fórmula dada no algoritmo 1, podemos derivar um
método que encontra todas ráızes de um dado polinômio de uma vez só,
desde que sejam distintas.

A ideia é usar o método de Newton no sistema (2) para achar uma
sequência de vetores [xk1, x

k
2, . . . x

k
n] que converge para um vetor [x1, x2, . . . xn]
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com todas as n ráızes. Uma vez encontrado o sistema equivalente, podemos
aplicar o método para encontrar suas ráızes: Efetuamos os testes usando
o método de Newton puro, isto é, sem busca, para ilustrar a metodologia.
No entanto, pode ser usada uma busca para melhoria de resultados ou um
método quasi-Newton, para acelerar o processo. A iteração é dada por:

x(k+1) = x(k) − (F ′(x(k)))−1F (x(k))

onde F (x) é dada por

F (x) =


x1 + x2 + · · ·+ xn − c1
x21 + x22 + · · ·+ x2n − c2

...
xn1 + xn2 + · · ·+ xnn − cn

 (3)

e F ′(x(k)) é a matriz jacobiana de F (x) em x(k) dada por

F ′(x) =


1 1 . . . 1

2x1 2x2 . . . 2xn
...

nxn−11 nxn−12 . . . nxn−1n

 , (4)

o que acarreta numa matriz de Vandermonde de ordem n. Tem-se, assim, o
algoritmo

Algoritmo 2 Dados x(0) valor inicial para todas as ráızes de p(x), ε > 0
e k = 0.
enquanto ||F (x(k))|| ≥ ε faça

F ′(x(k))d(k) = −F (x(k))
x(k+1) = x(k) + d(k)

k = k + 1
Fim

com F (x(k)) dada por (3) e F ′(x(k)) por (4).

Pode-se resolver o sistema de Vandermonde em O(n2) (ver [3]), ou ainda,
como a solução do sistema depende apenas de ci, que por sua vez dependem
apenas dos coeficientes do polinômio, pode-se computar a solução algébrica
do sistema para os coeficientes ai e incorporar a solução na iteração, re-
duzindo o custo para apenas O(n) flops por iteração.
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3 Experimentos Numéricos

Efetuamos experimentos aplicando nossa metodologia a diversos polinômios,
alguns deles representados na Tabela 1. A precisão aqui utilizada foi 10−4,
e o critério de parada, a norma do vetor F (x(k)), dado pela expressão (3).
Os polinômios usados na Tabela 1 são:
P1(x) = x3 − 6x2 + 11x− 6, com ráızes 1, 2, e 3.
P2(x) = x4 − 80x2 + 1024, com ráızes 4,−4, 8 e −8.
P3(x) = x4 − 10x3 + 35x2 − 50x+ 24, com ráızes 1, 2, 3 e 4.
P4(x) = x4 − 2x3 − x2 + 2x, com ráızes 0,−1, 1 e 2.
P5(x) = x4 − 2x3 − 2x2 + 8x− 8, com ráızes 1 + i, 1− i, 2 e −2.
P6(x) = x4−0.18x3+0.0119x2−0.000342x+0.0000036, com ráızes 0.03, 0.04, 0.05
e 0.06.
P7(x) = x4 − 10x3 + 37x2 − 60x+ 36, com ráızes 2, 2, 3 e 3.

p(x) valor inicial iter vetor encontrado

P1 [4; 5; 6] 15 [3 + 10−7; 1; 2 − 10−8]

[109; 106; 10−4] 52 [3; 2 + 3 × 10−8; 1 − 3 × 10−8]
[1.1; 2.2; 3.3] 4 [1; 2; 3]
[1; 2; 3004] 28 [1; 3; 2]

P2 [1; 2; 3; 5] 620 [4; 8;−8;−4]
[1; 2; 3; 4] 90 [8;−8; 4;−4]

[7.8;−8.2;−3.78; 4.15] 3 [8;−8;−4; 4]

P3 [8; 5; 6; 7] 249 [2; 1 + 10−9; 3; 4]
[4; 5; 6; 7] 1515 [4; 1; 3; 2]

[0; 5; 6; 9] 46 [2 − 8 × 10−7; 3 − 8 × 10−7; 4 − 4 × 10−7; 1 − 4 × 10−7]
[1.1; 1.9; 2.85; 4.22] 4 [1; 2; 3; 4]

[1.0001; 2.0002; 3.0003; 4.0004] 1 [1 + 10−9; 2 + 10−8; 2 − 2 × 10−7; 4 + 2 × 10−7]

[6.; 9; 14; 2.62111] 2741 [1 − 2 × 10−7; 3 + 2 × 10−7; 4 + 2 × 10−7; 2 − 2 × 10−7]

[1 + i; 2 + i; 8 + i; 5 + i] 9 [2 − 3.469−10i; 3 + 1.728−10i; 4 − 6.621−12i; 1 + 1.807−10i]

P4 [3; 4; 5; 6] 648 [1; 3.229−11;−1; 2]

[0; 4; 5; 6] 32 [2 + 1.6 × 10−6; 1 − 2 × 10−6; 2 × 10−6;−1 + 1.6 × 10−6]

P5 [1; 3 + i; 4 + i; 5] 12 [1 − i; 2 − 10−8 − 4.477−8i;−2 + 2.941−11i; 1 + i]

[i; 1 + i; 4; 2.23] 9 [1 − i; 1 + i; 2 − 2.759−10i;−2 − 6.441−12i]

[−i; 1.1 + i; 2i;−3.] 11 [2 + 1.190−8i; 1 − i; 1 + i;−2 − 3.745−9i]
P6 [8; 5; 6; 7] 209 [0.0608; 0.0291; 0.0507; 0.0392]

[0.01; 0.02;−0.03; 0.07] 13 [0.0466; 0.0618; 0.0281; 0.0433]

[10; 1000; 106; 108] 719 [0.0447; 0.0610; 0.0289; 0.0452]
P7 [4; 5; 6; 7] 64 [3.0007; 2.0007; 1.9992; 2.9992]

[2.1; 2.5; 2.9; 3.3] 10 [1.9993; 2.0006; 2.9996; 3.0003]

Table 1: Resultados do algoritmo para alguns polinômios

Na Tabela 1 a primeira coluna diz respeito ao polinômio testado, a se-
gunda ao valor inicial. A terceira ao número de iterações, e a última ao
vetor encontrado pelo método.
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4 Conclusão

O fato de o algoritmo gastar maior número de iterações para valores iniciais
mais distantes da raiz, é caracteŕıstico do método de Newton empregado.
Se p tiver raiz nula ou complexa, o método mostrou funcionar adequada-
mente. No entanto, não mostrou ser adequado quando o valor inicial tem
componentes repetidas. Isto, porque a matriz de Vandermonde gerada ficará
singular, resultando num sistema sem solução, o que implica num problema
de estabilidade quando se lida com polinômios de ráızes de multiplicidade
maior que 1. Esta pesquisa ainda está em andamento, de modo que bus-
camos métodos melhores para se aplicar a resolução do sistema de Vander-
monde. Os testes com o método de newton puro apenas servem para ilustrar
como o sistema de Girard transformado pode ser útil no cálculo de ráızes de
polinômios.
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