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Resumo. Este trabalho apresenta uma formulagao do Método dos Elementos de Contorno
desenvolvida para aplicacdo em problemas anisotrépicos escalares bidimensionais. Posto
que o valor das propriedades constitutivas varia de acordo com a diregao coordenada, para
a obtengao de uma equagao integral na forma inversa faz-se uma transformacao adequada
de variaveis, com a qual o modelo matematico se torna mais simples, expressando-se como
se fosse um problema isotrépico. Neste espaco transformado pode-se deduzir e utilizar
uma solugao fundamental onde o laplaciano é nulo. A validacao dos resultados sera feita
utilizando o Método dos Elementos Finitos (MEF) como referéncia.
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1 Introducao

Em muitas aplicacbes mecanicas as propriedades do material utilizado nao sdo consi-
deradas isotrépicas. Os exemplos mais comuns ocorrem em substancias nao cristalinas,
tais como a madeira e as rochas sedimentares. Enquadram-se nesta classe os materiais
compositos e os materiais ditos funcionais, que resultam numa estrutura constituida de
dois ou mais materiais. Também ha perda de isotropia resistiva nos materiais metalicos que
se sujeitam a processos de conformacao plastica profunda, muito comuns na engenharia.

Matematicamente, o modelo aplicdvel a esses casos se enquadra no contexto da Equacao
de Campo Escalar Generalizada segundo Loeffler [9]. Tal como ocorre nos problemas
térmicos, usam-se modelos matematicos de difusividade hidraulica baseados na Equagao
de Darcy, segundo Caputo [4], para a simulagao do escoamento. Na auséncia de métodos
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analiticos capazes de resolver tais problemas, o uso de técnicas numéricas tem sido a fer-
ramenta imediata de solucao. O Método dos Elementos de Contorno (MEC) é uma dessas
técnicas, cuja retrospectiva é bem-sucedida em muitas aplicagoes pertinentes a teoria de
campo escalar segundo Brebbia et al [1].

Diversas formulacoes baseadas nos fundamentos do MEC ja foram desenvolvidas para
resolver casos fisicamente nao homogéneos, como exemplo tem-se o trabalho de Wang
et al [12]. Curiosamente, ainda nao foram feitos os mesmos esfor¢cos com o MEC no
contexto dos modelos anisotrépicos. Algumas excecOes dizem respeito ao trabalho de
Zhou et al [13] e certas técnicas em que a equagao de governo anisotrépica é transformada
num modelo isotrépico, escrito com uma Equagao de Poisson ou como uma Equacao de
Helmholtz conforme Partridge [10]. No entanto, essas transformagoes requerem a solugao
de integrais de dominio por técnicas de aproximagao, que comumente usam fungoes de base
radial, como descritas por Buhmann [2], e a abordagem da Dupla Reciprocidade conforme
Partridge et al [10]. Surpreendentemente, hé auséncia de bibliografia mais recente nessa
linha de pesquisa usando o MEC.

Visando futuras aplicacoes em engenharia de reservatorios, este trabalho apresenta a
modelagem matematica e a aplicagdo do MEC em problemas anisotropicos bidimensionais
utilizando uma formulagao que resolve o problema num espago matematico transformado,
onde se pode utilizar uma solucao fundamental isotrépica correlata. Para avaliacao da
qualidade dos resultados obtidos utiliza-se como referéncia uma solucao obtida com um
método de elementos finitos.

2 Equacao de governo em problemas escalares anisotropicos

O fluxo estaciondrio v(x1,x2) expresso em duas dimensoes e de grandezas como as
energias térmica, elétrica ou representando um escoamento de fluidos através de regices
porosas é dado pela seguinte equagao (1)

v = —-KVu(X), (1)

onde K é um diddico ou tensor de segunda ordem, representativo das propriedades consti-
tutivas do meio e u(X) é um potencial escalar. Nos casos em que o dominio é homogéneo,
K nao depende da posigao no interior do dominio 2(X) representado no sistemas de coor-
denadas X = X(x1,x2), mas sua composi¢ao depende da orientacdo das propriedades no
sistema fundamental como, por exemplo, o cristal no caso de materiais sélidos. No caso
de problemas térmicos a relagdo dada pela equagao (1) é chamada de Lei de Fourier; em
meios porosos é denominada de Lei de Darcy; em casos de dispersao é chamada Lei de
Fick. Explicitamente, a equacao (1) pode ser escrita em sua forma matricial conforme a

equagao (2) )

|:'Ul:| — [Kll Km] oz1 (2)
) Ky Kxn| |gux) |’

0o

em que o tensor K estd numa forma geral, onde a sua composicao é feita por diferentes
coeficientes, cujo valor depende da constituicao cristalina do material da direcao crista-
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lografica. Segundo Callister [3], esta orientacao nas propriedades é conhecida por ani-
sotropia, sendo associada a diferenca do espacamento atomico ou idnico em funcao da
direcao cristalografica. A extensao e a magnitude dos efeitos da anisotropia em materiais
cristalinos sao fungoes da simetria da estrutura cristalina.

A diagonalizacao do tensor K, ou seja, o encontro de suas possiveis diregoes prefe-
renciais depende nao apenas do sistema cristalino, mas também da relacdao deste com o
sistema de coordenadas utilizado. E possivel diagonalizar diddicos nao simétricos, desde
que certas condigoes matematicas sejam obedecidas conforme Friedberg et al [6], que en-
volvem propriedades do polinémio minimo associado ao tensor K, relativamente faceis de
aplicar aos casos em que o tensor esteja em duas ou trés dimensoes conforme Hofmann et
al [7]. Em termos fisicos, tal operagao consiste em encontrar uma orientagao estratégica
para os eixos coordenados. Admitindo-se que o tensor K seja simétrico, a diagonalizacao
sera sempre possivel e para fazer isto, deve-se escrever o problema de autovalor associado
dado pela equagao (3)

Kx = Xx, (3)

sendo x um vetor que determina as dire¢oes correspondentes que formarao as coordenadas
do sistema, coincidindo com os eixos coordenados principais, onde o tensor K fica diagonal
sendo agora representado por K . As raizes A\ constituem as propriedades nas direcoes
espaciais particulares em que o diddico constitutivo fica diagonal e a Figura 1 apresenta o
modelo correspondente.

n(X)

X1

Figura 1: Problema bidimensional anisotrépico definido no dominio 2(X) com condigdes do tipo
Dirichlet I',,(X) e Neumann I';(X).

Devido a formulagao variacional do MEC, a fronteira da Figura 1 pode ser dividida
em I'y(X) e I';(X) onde a primeira contém a condigdo de contorno de Dirichlet u(X), e
a segunda compreende a condigdo de contorno de Neumann ¢(X) com relagao a diregao
normal externa unitdria n(X) nesta fronteira. As constantes Ki1 e Ko expressam a
difusividade nas direcoes de ortotropia.

Considerando-se também as propriedades homogéneas, a condicdo de estado esta-
cionario e a auséncia de fontes ou sorvedouros, ao se aplicar a equacao da continuidade ou
outra equagao equivalente na equagao (1) o problema proposto resulta em

V- [KVu(X)] = 0, (4)

DOI: 10.5540/03.2020.007.01.0437 010437-3 © 2020 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2020.007.01.0437

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 7, n. 1, 2020.

tomado em seguinda o sistema coordenado em coincidéncia com as diregoes cristalograficas
principais, simplifica-se a equagao (4) expressando-a pela equagao (5)

Ox? ord K ' (5)

3 Desenvolvimento do modelo matematico do MEC

O MEC se baseia na adog¢ao de uma solugao fundamental u*(§; X) correlata a equagao
(5), que envolve a presenga de uma fonte concentrada num ponto £ no dominio bidimen-
sional Q(X), fonte essa expressa pela funcao Delta de Dirac A(¢; X) no lado direito da
equacao (6)

— (X)) - Pur(EX
Ku[ﬁ)+Kn(i) = —A(§21)A(E 22). (6)
x] 0x3

A equagao (6) nao apresenta uma solu¢ao adequada para u*(&;X) neste sistema de

coordenadas; contudo, considerando outro sistema de coordenadas, dito Z = Z(z1, 22), em

que z; = x;/v/ K, a fonte concentrada dada pelo Delta de Dirac pode ser expressa pela

equagao (7)
U (¢, Z O*U* (&2 K

sendo similar ao problema fundamental de Laplace, mas representa o problema correlato
anisotropico num outro sistema de coordenadas ou , mais formalmente, representa uma
transformagao linear isomérfica segundo Domingues et al [5]. Neste espago transformado
tem-se pela equacao (8) que

1 ) Q*(f Z) _ zlnl(Z) + Z27’LQ(Z)
271'(\/ Fllfgg)ln[ (2’% +Z%)]7 ’ 271'(\/ FHFQQ)(Z% +Z%)’

onde U*(§;Z) representa a solugao fundamental correlata a equagao (7) e Q*(&;Z) a sua
derivada normal no sistema Z de coordenadas, obtidas pelo desenvolvimento do MEC
segundo Brebia et al [1].

A equagao (5) nao apresenta o operador laplaciano, usual no contexto do MEC; con-
tudo, é importante utilizar um problema fundamental isotrépico. Assim, é necessario
reescrever o potencial u(X) e o operador VQK() para um outro grupo que seja imagem do
dominio real e nele esteja atuando o operador laplaciano, desta forma pode-se demostrar
pela equagao (9) que

U™(&:2) =

Viu(X) = V*U(Z), (9)

mantendo, contudo, as seguintes relagdes conforme a equagao (10) e pela regra da cadeia
segundo a equagao (11)
0 1 0 1
g _ - 22 _ - (10)
Bxl

\/Fn7 Oy Koo
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U(Z)  [— du(X) dU(Z) = du(X)
82’1 - KH 8.731 ’ 622 - K22 81‘2 ' (11)

O problema fundamental proposto pela equacao (9), em conjunto com a sua solugao
fundamental U*(;Z) e sua derivada Q*(§; Z), pode ser associado a forma integral inversa
sobre o dominio isotrépico Q(Z), conforme mostrado pela equacao (12)

[ e@uvenire- [ veecnr@ s [ v@veEzme -o
r(Z) I'Z)

Q(z)
(12)
Nesta tltima equacao, U(Z) e Q(Z) correspondem aos valores de potencial e derivada,
podendo conter condigoes conhecidas ou nao. Segundo Kythe [8], tem-se neste novo sis-
tema uma solugao para a tltima integral de dominio presente na equacao (12) conforme a
equagao (13) onde

. — 1
/Q(Z) DA 1 Fu) A6 2 Kn)d(2) =~ e COUO. (19

Na equacao (13) o coeficiente C'(§) advém da aplicacao das condigdes de Holder para
andlise do potencial em pontos fonte limitrofes ao contorno, sendo relacionado a suavidade
deste conforme Brebbia et al [1]. Apés aplicar o processo classico de discretizagao do MEC
segundo Brebbia et al [1] sobre o dominio ©(Z), utilizando as equagdes (12) e (13) obtém-se
o seguinte sistema matricial para m pontos de discretizagao expresso pela equagao (14)

U
|:H11 Hlm:| ! _ [Gn Glm] @
Hml Hmm Um Gml Gmm Qm

onde os coeficientes H e G estao relacionados a integracao dos nicleos das integrais dadas
nas equagoes (12) e (13). Ressalta-se que os valores relativos a Q(Z) devem ser reescritos
para o sistema de coordenadas original obedecendo a regra da cadeia apresentada na
equagao (11).

, (14)

4 Exemplo de simulacao

A Figura 2 deste exemplo apresenta as devidas condi¢oes de contorno do problema,
sendo constituido de uma chapa anisotrépica quadrada, com K3 = 12 e K99 = 3,
engastada em x7; = 0 com fluxo prescrito em ;1 = L. Na simulagdo com o MEC sao
utilizadas malhas com 40, 80, 160, 320 e 640 elementos lineares de contorno com nés duplos
nos cantos geométricos do dominio. Para avaliacao da precisao da resposta foi utilizada
uma malha estruturada do Método dos Elementos Finitos compreendendo 4096 elementos
triangulares e 2113 pontos nodais, dos quais, 128 pontos estarao sobre o contorno. Os
pontos analisados no contorno para a medicao do erro relativo percentual dos potenciais
u(X) sdo aqueles onde x > 0; j& para a derivada ¢(X) e o seu fluxo K11¢(X) os pontos
analisados estdo sobre x = 0. A Figura 3 apresenta a curva de erro relativo percentual
onde cada erro foi calculado através da média da diferencas obtidas para potencial ou
derivada entre os métodos, dividindo esta média pelo maior valor MEF calculado.
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Figura 2: Problema bidimensional anisotrépico para o exemplo com condigbes de contorno tipo
Dirichlet T',,(X) e Neumann I';(X).
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Figura 3: Curvas de erro relativo percentual para o potencial, derivada e fluxo do caso anisotrépico.

5 Conclusoes

A transformagdo do modelo anisotrépico num modelo isotrépico através da escolha
de um novo sistema de varidveis conduziu a simplificacao do operador diferencial e na
obtencao de uma solucao fundamental correlata. Tais alterages revelaram-se impres-
cindiveis para o MEC pudesse gerar solugoes numéricas simples e relativamente eficientes,
como mostrou a comparagao com o MEF, para os problemas anisotrépicos escalares. Em
sintese, a ideia de solucionar problemas anisotrépicos através da obtencao do seu operador
equivalente isotropico, evidenciou-se bastante adequada. Com relagao aos resultados, ha
uma excelente concordancia entre o MEC com MEF. Naturalmente, como acontece pra-
ticamente com todos os métodos numéricos, os valores dos fluxos apresentaram maiores
discrepancias (vide Figura 3), pois além de serem mais sensiveis, sdo calculados com pre-
cisao menor pelos métodos tipicos de dominio, como o MEF e o Método das Diferencas
Finitas, pois sao obtidos por aproximacdes feitas a partir do potencial calculado. No MEC,
por ser um método misto, as derivadas parciais no contorno sao calculadas simultanea-
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mente com os potenciais como visto no sistema matricial apresentado na equacao (14),
contudo estas devem ser transferidas para o sistema de coordenadas X através da regra
da cadeia apresentada na equagao (11).
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