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Resumo. Este trabalho apresenta a versão fracionária de um modelo matemático para o
tratamento de tumores agressivos através de terapia com v́ırus oncoĺıtico. Também compara
a estabilidade da solução do modelo de ordem inteira e fracionária. Além disso, mostra que,
a modelagem fracionária para esse tipo de tratamento pode descrever, em alguns casos, um
cenário de crescimento tumoral controlado.
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1 Introdução

O câncer é um grande problema de saúde pública em todo o mundo e é o resultado do
crescimento incontrolável de células anormais. As células são como blocos de construção
do corpo. Células normais se dividem para crescer a fim de manter a população celular
em equiĺıbrio, repondo a morte celular. O câncer ocorre quando o crescimento ilimitado
de células do corpo acontece rápido, mas também pode ocorrer quando as células perdem
a capacidade de morrer. A doença pode ser causada, dentre outras, por substâncias
qúımicas, excesso de consumo de bebida alcoólica, radiação solar e alterações genéticas [19].
Há vários tipos de cânceres, que podem se desenvolver em quase todos os órgãos ou tecidos,
como pulmão, cólon, mama, pele, entre outros. Dados mostram que, em 2012, ocorreram
14,1 milhões de novos casos de cânceres mundiais (exceto câncer de pele) e 8,2 milhões
de óbitos. Para 2018 estimava-se 600 mil novos casos da doença no Brasil, 1,8 milhões
nos Estados Unidos e, mundialmente, 18,1 milhões de novos casos de câncer (17,0 milhões

1robinson.tavoni@ifsp.edu.br
2rubens.camargo@unesp.br
3paulo.mancera@unesp.br

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics, v. 7, n. 1, 2020.

Trabalho apresentado no XXXIX CNMAC, Uberlândia - MG, 2019.

DOI: 10.5540/03.2020.007.01.0455 010455-1 © 2020 SBMAC

http://dx.doi.org/10.5540/03.2020.007.01.0455


2

excluindo o câncer de pele não-melanoma) e 9,6 milhões de mortes por câncer (9,5 milhões
excluindo câncer de pele não-melanoma) [3, 8, 15].

Tratamentos contra o câncer trazem muitos efeitos colaterais para o paciente. A qui-
mioterapia e a radioterapia, por exemplo, matam células saudáveis do organismo, além das
células cancerosas, debilitando muito a saúde da pessoa em tratamento. Uma nova forma
de tratamento, sem danificar as células saudáveis, utiliza v́ırus no combate aos tumores.
Os chamados v́ırus oncoĺıticos4 são v́ırus modificados através de engenharia genética para
destruir células tumorais e induzir respostas imunes [6].

Bradbury (2001) [2] acreditava que nos próximos anos teria-se grandes avanços em
v́ırus oncoĺıticos no tratamento de tumores e estavam em estudos cerca de dez deles e,
havia indicações que a terapia com v́ırus oncoĺıticos funcionaria bem em combinação com
outras terapias. Desde então os estudos avançaram muito e citamos alguns deles a seguir.

O v́ırus T-Vec (Talimogene laherparepvec), criado a partir da modificação do v́ırus
herpes simplex tipo 1 (HSV-1) armado com GM-CSF5, foi o primeiro medicamento v́ırus
oncoĺıticos aprovado nos EUA, em outubro de 2015, na Europa, em janeiro de 2016, e na
Austrália, em maio do mesmo ano. O T-Vec cessa o crescimento do tumor, prolongando
a sobrevida do paciente [7].

O carcinoma hepatocelular (CHC) é um tipo de câncer altamente agressivo e, quando
a doença está em estágio avançado, resistente à radioterapia e às drogas citotóxicas con-
vencionais. Numerosos v́ırus oncoĺıticos estão sendo testados em modelos pré-cĺınicos de
CHC, com boa evidência direta e eficácia anti-tumoral [9].

O uso de v́ırus oncoĺıticos contra gliobastoma (câncer cerebral altamente letal) com
Zika v́ırus (ZIKV)6 está em fase estudos em camundongos. Resultados preliminares mos-
traram que o ZIKV infectou e matou células-tronco de glioblastoma, preferencialmente,
em relação à progênie diferenciada do tumor ou às células neuronais normais combatendo
o tumor ou dando maior sobrevida. Assim, cepas geneticamente modificadas podem ter
eficácia terapêutica para pacientes adultos com glioblastoma [11,21].

Modelos matemáticos podem ajudar a entender as interações entre câncer e v́ırus, inter-
pretar resultados experimentais e projetar novas experiências [1,20]. E, embora não exista
uma interpretação f́ısica e geométrica trivial para a derivada e a integral fracionária [17], as
equações diferenciais de ordem fracionária estão naturalmente relacionadas a sistemas com
memória, já que as derivadas fracionárias, geralmente, não são operadores locais, ou seja,
o cálculo da derivada fracionária temporal em algum momento requer todo o anterior [4].
Como nesse tipo de tratamento e na imunoterapia há processos com memória [13, 16] e,
além disso, equações diferenciais fracionárias podem nos ajudar a reduzir os erros decor-
rentes dos parâmetros modelando fenômenos da vida real [5]. Neste trabalho, utilizamos
a modelagem fracionária para entender a dinâmica do tratamento com v́ırus oncoĺıtico em

4“onco” significa câncer, e “ĺıtico” significa destruir.
5Fator estimulante de colônias de granulócitos e macrófagos, também conhecido como fator estimulador

de colônias 2, é uma glicoprotéına monomérica secretada por macrófagos, células T, mastócitos, células
natural killer, células endoteliais e fibroblastos que funciona como uma citocina.

6Zika v́ırus é um flaviv́ırus, designação de um gênero de v́ırus que causa doenças no homem e em outros
vertebrados, transmitidas por certos vetores (entre as doenças encontram-se a febre amarela, a dengue e a
febre do Nilo Ocidental), que induz a morte celular e diferenciação de células precursoras neurais no feto
em desenvolvimento.
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um tumor agressivo.

2 Modelo

Jenner e Coster [10] propõem o modelo a seguir com três equações diferenciais or-
dinárias para o tratamento de um tumor agressivo através de terapia com v́ırus oncoĺıtico.
Seja o seguinte sistema de equações diferenciais ordinárias



du

dt
= ru− βuv

di

dt
= βuv − dIi

dv

dt
= −dvv + αdIi

, (1)

em que u e i representam, respectivamente, a população de células tumorais não infectadas
e infectadas por part́ıculas virais e v a população de v́ırus ao decorrer do tempo. Este
sistema de equações diferenciais modela uma forma agressiva de tumor, admitindo que as
células não infectadas, pelo v́ırus, do tumor replicam a uma taxa r proporcional à sua
população. Biologicamente, esse crescimento exponencial do tumor é inviável devido às
limitações de nutrientes e espaço. Contudo, o crescimento exponencial ainda pode ser
visto como uma aproximação suficiente para o crescimento do tumor sob tratamento com
um v́ırus oncoĺıtico, já que a escala de tempo da interação entre part́ıculas de v́ırus e
células tumorais é curta [10]. A taxa de infecção da população de células tumorais não
infectadas é proporcional ao produto das populações de v́ırus e células tumorais e que
este ocorre com taxa β [12]. Além disso, admite-se que, uma vez infectadas, as células
tumorais são incapazes de divisão e a part́ıcula do v́ırus dentro da célula tem o controle
da máquina celular para a auto-replicação. As células tumorais infectadas com v́ırus irão
explodir devido à lise a uma taxa dI , liberando a uma taxa α nova part́ıculas de v́ırus. dv
representa a taxa de mortalidade das part́ıculas virais.

O modelo (1) adimensionalizado é dado por [10]

dU

dτ
= εU − UV

dI

dτ
= UV − I

dV

dτ
= −mV + I

, (2)

com U = αβ
dI
u, I = αβ

dI
i, V = β

dI
v, τ = dIt, ε =

r

dI
e m =

dv
dI

.
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Como o modelo (2) é adimensional, a sua versão fracionária é dada por [18]:

DαU = εU − UV

DαI = UV − I

DαV = −mV + I

, (3)

em que Dα é a derivada de Caputo de ordem α, 0 < α ≤ 1.
O modelo de ordem inteira (1) e não inteira (3), 0 < α ≤ 1, apresentam dois pontos de

equiĺıbrio: E1 = (0, 0, 0) e E2 = (m,mε, ε). A estabilidade para o modelo (1), de ordem
inteira, é discutida em [10] e, de ordem fracionária (3), com 0 < α < 1, em [18].

3 Estabilidade e simulação numérica

Para este trabalho, escolhemos os seguintes parâmetros para o modelo (3): ε = 0, 5,
m = 0, 01, U0 = 0, 4, I0 = 0, 0243 e V0 = 0, 56 [10], e analisamos o ponto de equiĺıbrio E2.
A matriz jacobiana em E2 é:

J(E2) =

 0 0 −0, 5
0, 5 −1 0, 5
0 1 −0, 5

 .

A equação caracteŕıstica associada é λ3 + 1, 5λ2 + 0, 25 = 0. E, os autovalores são:

λ1 = −1, 598, λ2,3 = 0, 049± 0, 393i.

Figura 1: Dinâmica das células cancerosas não infectadas (preto), infectadas por part́ıculas virais

(vermelho) e part́ıculas virais (azul) para α = 1.

Portanto, o ponto de equiĺıbrio E2 se torna estável para o modelo (3) de ordem α, para

α <
2

π
arctan

0, 393

0, 049
' 0, 921.
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Pela Figura 1, com modelo de ordem inteira, é posśıvel observar que a amplitude das
oscilações cresce em todas as variáveis de interação entre os v́ırus oncoĺıticos e as células
tumorais.

Figura 2: Dinâmica das células cancerosas não infectadas (preto), infectadas por part́ıculas virais

(vermelho) e part́ıculas virais (azul) para α = 0, 93 (linha cont́ınua) e α = 0, 9 (linha pontilhada).

Pelas Figuras 2 e 3, é posśıvel observar que para α = 0, 93 o ponto de equiĺıbrio E2 é
instável e para α = 0, 9 é estável, o que está de acordo com o resultado anaĺıtico, pois

α = 0, 9 <
2

π
arctan

0, 393

0, 049
= 0, 921.

Figura 3: Retrato de fase: células cancerosas não infectadas × células cancerosas infectadas, α = 1

(preto); α = 0, 93 (azul) e α = 0, 9 (vermelho).

4 Considerações finais

Ao compararmos os resultados (ver Figuras 1, 2 e 3 ) para diferentes valores de α, é
posśıvel observar que a estabilidade está relacionada a ordem da derivada fracionária e
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observamos também que, conforme a ordem da derivada diminui, ocorre um maior amor-
tecimento do sistema com perdas de oscilações do sistemas. A versão fracionária descreveu
melhor este cenário, pois além de capturar esse efeito de memória, demonstrou um cenário
em que o tratamento controla o crescimento tumoral [14]. Pelo fato de, em algumas si-
mulações, o modelo de ordem inteira apresentar um crescimento descontrolado das células
com oscilações frequentes, em contrapartida, para valores convenientes de ordem da deri-
vada, o modelo fracionário converge a um equiĺıbrio, que pode representar uma situação
de controle ou remissão tumoral, e corrobora com a análise de estabilidade.
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