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Resumo. A partir de um modelo matemático que simula a ação do Vı́rus de Imunode-
ficiência Humana (HIV) na corrente sangúınea sob tratamento antirretroviral em indiv́ıduos
soropositivos com retardo, uma análise qualitativa dos parâmetros é desenvolvida por meio
da teoria dos conjuntos fuzzy. O retardo e a taxa de mortalidade do v́ırus são conside-
rados como números fuzzy com a finalidade de incluir de forma mais precisa a incerteza
encontrada nesses parâmetros. A metodologia inclui a construção de um algoritmo baseado
em informações provenientes de um autômato celular e a obtenção de uma aproximação
numérica da solução do sistema que simula a dinâmica do HIV, seguido da fuzzificação
através do prinćıpio de extensão de Zadeh bidimensional.
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1 Introdução

A capacidade de incorporar incertezas provenientes de dados in vitro em fenômenos
biológicos é um objetivo comum na área de modelagem biomatemática. A teoria dos
conjuntos fuzzy constitui uma abordagem apropriada uma vez que transforma a incerteza
em um número fuzzy. Em particular, o prinćıpio de extensão de Zadeh bidimensional [4]
é a ferramenta utilizada neste estudo com a finalidade de incluir dois parâmetros incertos
provenientes da modelagem da dinâmica do HIV com retardo.

O HIV é um retrov́ırus esférico, isto é, um v́ırus contendo ácido ribonucleico (RNA)
que se replica em uma célula hospedeira que ataca o sistema imunológico, responsável
por defender o organismo de doenças. As células mais atingidas são os linfócitos T do
tipo CD4+, que são células que fazem parte do sistema imunológico. A Figura 1 mostra
um esquema do tempo de percurso da infecção do HIV em um adulto infectado, em
que podemos observar que o tempo médio de infecção da Śındrome de Imunodeficiência
Adquirida (AIDS) é 10 anos, sem tratamento com antirretrovirais.

1lickarz kiara@outlook.com.
2rmotta@ufu.br.
3amabertone@ufu.br.

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics, v. 7, n. 1, 2020.

Trabalho apresentado no XXXIX CNMAC, Uberlândia - MG, 2019.

DOI: 10.5540/03.2020.007.01.0373 010373-1 © 2020 SBMAC

http://dx.doi.org/10.5540/03.2020.007.01.0373


2

Figura 1: Esquema da história natural da infecção do HIV [3].

Em Jafelice et al. [3], a taxa de infecção do linfócito T do tipo CD4+ pelo v́ırus HIV, que
é um parâmetro dif́ıcil de ser obtido nas ciências médicas assim como outros parâmetros do
sistema, são obtidos por meio de um Autômato Celular (AC). Com o objetivo de encontrar
aproximação numérica de uma fuzzificação do modelo desta dinâmica, os parâmetros de
retardo e taxa de mortalidade do v́ırus são considerados como dois números fuzzy.

2 Fundamentação Teórica

Um conjunto fuzzy A do universo U é caracterizado por uma função de pertinência
µA : U → [0, 1]. Definimos como α-ńıvel de A ao conjunto [A]α = {x ∈ U |µA(x) ≥ α}
para 0 < α ≤ 1. O ńıvel zero de um conjunto fuzzy A é o fecho topológico do conjunto
supp(A) = {x ∈ U|µA(x) > 0}, denominado suporte de A, ou seja, [A]0 = supp(A). Um
conjunto fuzzy A é denominado número fuzzy quando U = R, existir x tal que µA(x) = 1,
[A]α é um intervalo fechado para todo α ∈ [0, 1] e o suporte de A é limitado.

Dados dois números fuzzy A e B de universos U e Z, respectivamente, o produto
cartesiano fuzzy é dado por µA×B(x, y) = min {µA(x), µB(y)}. Sendo µA : R → [0, 1] e
µB : R → [0, 1] as funções de pertinência de A e B, respectivamente, e F : R × R → R
uma função, a extensão de Zadeh de (A,B) através de F é o conjunto fuzzy cuja função
de pertinência é dada por

µ
F̂ (A,B)

(z) = sup
(x,y)

[min(µA(x), µB(y))], em que z = F (x, y).

Teorema 2.1 ([4]). Seja F : R2 → R uma função cont́ınua e A, B números fuzzy. Então

[F̂(A,B)]α = F ([A]α × [B]α) , para todo α ∈ [0, 1]

em que [A]α e [B]α representam os α−ńıveis dos números fuzzy A e B, respectivamente.
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3 Modelo da Dinâmica do HIV com Retardo

Nowak e Bangham apresentam em [5] um modelo da dinâmica do HIV que contém
quatro variáveis dependendo do tempo t dadas por: x(t) é a população de células não
infectadas do linfócito T do tipo CD4+; y(t) é a população de células infectadas do linfócito
T do tipo CD4+ que produzem o v́ırus; v(t) é a carga viral ou part́ıculas do v́ırus livre e
z(t) é a magnitude do linfócitos T citotóxico (CTL), cujas taxas de mortalidade são d, a,
u e b, respectivamente. O valor p é a taxa de mortalidade das células infectadas causadas
por CTL e c é a taxa de proliferação do CTL em resposta do ant́ıgeno. O modelo supõe
que as células não infectadas são continuamente produzidas pelo corpo humano sob um
influxo constante λ. Células não infectadas e v́ırus livres produzem células infectadas a
uma taxa β(t) e células infectadas produzem part́ıculas de v́ırus livres a uma taxa k(t). O
modelo proposto não contém um retardo intracelular de tempo entre a infecção da célula
e a produção de novas part́ıculas de v́ırus. Com o objetivo de incorporar um retardo à
modelagem [2], assume-se que a taxa de mortalidade, ã, para as células infectadas mas que
ainda não produziam v́ırus é e−ãτ , interpretando assim a probabilidade de sobrevivência
no tempo t− τ para o tempo t. Assim, o modelo obtido tem a seguinte forma:

dx

dt
= λ− dx− β(t)xv

dy

dt
= β(t− τ)x(t− τ)v(t− τ)e−ãτ − ay − pyz

dv

dt
= k(t)y − uv

dz

dt
= cyz − bz.

(1)

O AC constrúıdo em Jafelice et al. [3] representa computacionalmente a corrente
sangúınea de um indiv́ıduo soropositivo, sob tratamento antirretroviral, onde vivem ar-
tificialmente células não infectadas e infectadas do linfócito T do tipo CD4+, part́ıculas
de v́ırus livres e os CTL. O linfócito T do tipo CD4+ é o principal linfócito que o v́ırus
ataca ao atingir a corrente sangúınea. Os parâmetros e os valores da taxa de infecção
do sistema (1) são obtidas a partir deste AC, que utiliza a sáıda do Sistema Baseado em
Regras Fuzzy (SBRF) [6] para a simulação. As variáveis de entrada do SBRF são a adesão
ao tratamento e a potência do medicamento. O SBRF é constrúıdo com as informações
provenientes do especialista da área, utilizando o método de inferência Mamdani e centro
de gravidade como método de defuzzificação [3].

A simulação é realizada utilizando os valores de adesão ao tratamento e potência
do medicamento de três indiv́ıduos soropositivos ao HIV mostrados na Tabela 1. Nesta
tabela, os parâmetros da primeira, segunda e terceira colunas correspondem a indiv́ıduos
soropositivos submetidos a três ńıveis de potência e adesão ao medicamento [3]. A primeira
linha da Tabela 2 mostra a porcentagem dos linfócitos T do tipo CD4+ infectados e a
segunda linha mostra o peŕıodo de replicação do v́ırus para os valores de entrada.
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Tabela 1: Entradas para o SBRF usado na simulação.

Primeira Segunda Terceira
entrada entrada entrada

Adesão ao tratamento 0.8 0.85 0.9
Potência da medicamento 0.1 0.6 1

Tabela 2: Sáıdas do SBRF e entradas do AC usadas na simulação.

Primeira Segunda Terceira
sáıda - entrada sáıda - entrada sáıda - entrada

Porcentagem de linfócitos
CD4+ infectados 0.85 0.55 0.1

Peŕıodo de replicação do v́ırus 6.35 10.4 16

A taxa de infecção β(t) do sistema (1) é um parâmetro importante para o controle
da AIDS em indiv́ıduos soropositivos ao HIV. Esta taxa de infecção é calculada usando o
quociente do número de linfócitos T do tipo CD4+ infectados pelo produto do número de
linfócitos T do tipo CD4+ não infectados e a variação do tempo 4t, isto é,

β(t) =
linfócitos CD4+ infectados

linfócitos CD4+ não infectados · 4t
. (2)

Neste estudo, este cálculo é realizado para 4t = 1 e t = 1, . . . , 100. A Figura 2 contém
o diagrama de dispersão da taxa de infecção em função do tempo e o ajuste de curva para
os três valores de entrada β(t). Assim, as expressões obtidas são:

β(t) = 0.2703e−0.005t + 0.2499 (1a entrada);
β(t) = 0.333e−0.005527t (2a entrada);
β(t) = 0.335e−0.008937t (3a entrada).

Em Jafelice et al. [3], as taxas do sistema (1) são consideradas como valores inversos
do tempo que no AC é o número de iterações. Os valores das taxas são:

• λ = 20 que é o influxo constante de células não infectadas produzidas no corpo
humano, colocadas aleatoriamente em cada iteração na AC.

• d = 1/4 que é a taxa de mortalidade de células não infectadas, pois no AC o número
de iterações para morte de células não infectadas é 4.

• a = 1/5 que é a taxa de mortalidade de células infectadas, pois o número de iterações
para morte de células infectadas é 5.

• p = 0.4 que é a taxa de mortalidade de células infectadas devido ao encontro com
os CTL, porque nem todo encontro resulta em sucesso.

• u = 1/2 que é a taxa de mortalidade das células do HIV, pois o número de iterações
para a morte por HIV é 2.
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• c = 1/14 que é a taxa de proliferação dos CTL, uma vez que o número de iterações
para a proliferação do CTL é 14.

• b = 1/15 que é a taxa de mortalidade do CTL, pois o número de iterações para
morte dos CTL é 15.

Figura 2: Diagrama de dispersão das taxas de infecção ajustados em função do tempo para as
três entradas [3].

Além desses valores para os parâmetros, é encontrado o valor ã = 0.0825. No AC
são contadas todas as células infectadas que morreram e não produziram v́ırus em cada
iteração e depois calcula-se a média dos valores encontrados. O vetor k(t), que representa
a reprodução das células infectadas, é obtido a partir do AC, contando o número de células
infectadas recentemente reproduzidas em cada iteração t.

4 Fuzzificação da Solução Numérica do Modelo da Dinâmica
do HIV com Retardo

Com base no prinćıpio de extensão de Zadeh bidimensional (Teorema 2.1) é desenvol-
vido um algoritmo utilizando o software Matlab baseado no trabalho de Almeida et al. [1].
Neste trabalho constrói-se uma fuzzificação de uma solução numérica para um modelo de
equações diferenciais parciais através do prinćıpio de extensão de Zadeh unidimensional.

O primeiro passo do algoritmo é a obtenção de uma solução numérica, φ, do sistema (1),
por meio do software Matlab e seu aplicativo dde23. A construção numérica desta solução
está baseada nas informações do indiv́ıduo soropositivo que recebe a potência do medica-
mento e adesão média ao tratamento, ou seja, β(t) = 0.333e−0.005527t e retardo τ = 0.5.
As condições iniciais são x0 = 0.99, y0 = 0.01, v0 = 0.1 e z0 = 0.01. A solução φ é exibida
na Figura 3.
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Figura 3: Solução numérica φ do sistema (1).

O segundo passo do algoritmo define os números fuzzy triangulares Γ = (0.08, 0.5, 1)
(baseado nas informações de [2]) e U = (0.25, 0.5, 0.75), que representam a incerteza do
retardo τ e a taxa de mortalidade do v́ırus u, respectivamente. As funções de pertinência
estão dadas por

µΓ(τ) =
1

0.42
(τ − 0.08) se 0.08 ≤ τ ≤ 0.5 e µΓ(τ) = 2(1− τ) se 0.5 < τ ≤ 1,

µU (u) =
1

0.25
(u− 0.25) se 0.25 ≤ u ≤ 0.5 e µU (u) =

1

0.25
(0.75− u) se 0.5 < u ≤ 0.75.

A seguir, com o objetivo de utilizar a extensão de Zadeh bidimensional de (Γ, U) via a
função St(τ, u) = φ(t, τ, u), fixa-se t e define-se a função de pertinência da extensão como
µ
Ŝt(Γ,U)

(z) = sup
(τ,u)

[µΓ×U (τ, u)], em que z = St(τ, u).

Figura 4: Fuzzificação da solução numérica φ do sistema (1) via extensão de Zadeh bidimensional.
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Na Figura 4 mostra-se o resultado da fuzzificação através do tempo, contendo suas
quatro componentes. Pode-se observar que, à medida que o tempo passa, as células não
infectadas e os CTL aumentam até estabilizar em torno de um número. Notamos também
que a carga viral e as células infectadas diminuem drasticamente com o tempo e este com-
portamento está de acordo com a literatura. A região amarela é a que melhor representa
o fenômeno biológico, por ter grau de pertinência próximo de 1.

5 Conclusões

O comportamento do resultado da fuzzificação através da extensão de Zadeh bidimen-
sional que relaciona dois parâmetros incertos da dinâmica do sistema com retardo (1),
é qualitativamente similar à história natural da infecção do HIV (ver Figura 1), com a
diferença que o modelo inclui o tratamento antirretroviral. De fato, a diferença é que,
neste modelo (1), as células não infectadas do linfócito T do tipo CD4+ tendem a se es-
tabilizar à medida que o tempo passa, enquanto na história natural decresce; o HIV nos
modelos (1) também se estabiliza com o tempo, contudo no histórico natural, aumenta
quando o tempo passa.
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