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Resumo. A partir de um modelo matemético que simula a agdo do Virus de Imunode-
ficiéncia Humana (HIV) na corrente sanguinea sob tratamento antirretroviral em individuos
soropositivos com retardo, uma andlise qualitativa dos parametros é desenvolvida por meio
da teoria dos conjuntos fuzzy. O retardo e a taxa de mortalidade do virus sao conside-
rados como numeros fuzzy com a finalidade de incluir de forma mais precisa a incerteza
encontrada nesses parametros. A metodologia inclui a constru¢ao de um algoritmo baseado
em informacoes provenientes de um autoémato celular e a obtencdo de uma aproximacao
numérica da solucdo do sistema que simula a dinamica do HIV, seguido da fuzzificagao
através do principio de extensao de Zadeh bidimensional.

Palavras-chave. HIV, Equagao diferencial com retardo, Principio de extensao de Zadeh
bidimensional.

1 Introducao

A capacidade de incorporar incertezas provenientes de dados in vitro em fendmenos
biolégicos é um objetivo comum na &drea de modelagem biomatemdtica. A teoria dos
conjuntos fuzzy constitui uma abordagem apropriada uma vez que transforma a incerteza
em um ndmero fuzzy. Em particular, o principio de extensao de Zadeh bidimensional [4]
¢é a ferramenta utilizada neste estudo com a finalidade de incluir dois parametros incertos
provenientes da modelagem da dindmica do HIV com retardo.

O HIV é um retrovirus esférico, isto é, um virus contendo acido ribonucleico (RNA)
que se replica em uma célula hospedeira que ataca o sistema imunolégico, responsavel
por defender o organismo de doencas. As células mais atingidas sdo os linfécitos T do
tipo CD4+, que sao células que fazem parte do sistema imunolégico. A Figura 1 mostra
um esquema do tempo de percurso da infeccao do HIV em um adulto infectado, em
que podemos observar que o tempo médio de infeccdo da Sindrome de Imunodeficiéncia
Adquirida (AIDS) é 10 anos, sem tratamento com antirretrovirais.
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Figura 1: Esquema da histéria natural da infec¢ao do HIV [3].

Em Jafelice et al. [3], a taxa de infecc¢ao do linfécito T do tipo CD4+ pelo virus HIV, que
é um parametro dificil de ser obtido nas ciéncias médicas assim como outros parametros do
sistema, s@o obtidos por meio de um Autéomato Celular (AC). Com o objetivo de encontrar
aproximacao numérica de uma fuzzificacdo do modelo desta dinamica, os parametros de
retardo e taxa de mortalidade do virus sao considerados como dois nimeros fuzzy.

2 Fundamentacao Teérica

Um conjunto fuzzy A do universo U é caracterizado por uma funcao de pertinéncia
pa U — [0,1]. Definimos como a-nivel de A ao conjunto [A]* = {z € Ulpa(z) > o}
para 0 < a < 1. O nivel zero de um conjunto fuzzy A é o fecho topolégico do conjunto
supp(A) = {z € U|pa(x) > 0}, denominado suporte de A, ou seja, [A]° = supp(A). Um
conjunto fuzzy A é denominado nimero fuzzy quando U = R, existir x tal que pa(z) =1,
[A]* é um intervalo fechado para todo « € [0,1] e o suporte de A é limitado.

Dados dois ntimeros fuzzy A e B de universos U e Z, respectivamente, o produto
cartesiano fuzzy é dado por paxp(x,y) = min{pa(x),up(y)}. Sendo pa : R — [0,1] e
up : R — [0,1] as fungoes de pertinéncia de A e B, respectivamente, e F' : R x R — R
uma fungao, a extensao de Zadeh de (A, B) através de F' é o conjunto fuzzy cuja fungao
de pertinéncia é dada por

Hpcap)(2) = sup [min(pa(z), pp(y))], em que z = F(z,y).
Z‘7y

Teorema 2.1 ([4]). Seja F : R? — R uma fun¢do continua e A, B nimeros fuzzy. Entdo

[F(A, B)]* =F ([A]“ x [B]Y), para todo a € [0, 1]

em que [A]* e [B]* representam os a—niveis dos nimeros fuzzy A e B, respectivamente.
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3 Modelo da Dinamica do HIV com Retardo

Nowak e Bangham apresentam em [5] um modelo da dindmica do HIV que contém
quatro varidveis dependendo do tempo ¢ dadas por: z(t) é a populagdo de células nao
infectadas do linfécito T do tipo CD4+; y(t) é a populagao de células infectadas do linfécito
T do tipo CD4+ que produzem o virus; v(t) é a carga viral ou particulas do virus livre e
z(t) é a magnitude do linfécitos T citotéxico (CTL), cujas taxas de mortalidade sao d, a,
u e b, respectivamente. O valor p é a taxa de mortalidade das células infectadas causadas
por CTL e ¢ é a taxa de proliferacao do CTL em resposta do antigeno. O modelo supoe
que as células nao infectadas sao continuamente produzidas pelo corpo humano sob um
influxo constante A\. Células nao infectadas e virus livres produzem células infectadas a
uma taxa [(t) e células infectadas produzem particulas de virus livres a uma taxa k(t). O
modelo proposto nao contém um retardo intracelular de tempo entre a infeccao da célula
e a producao de novas particulas de virus. Com o objetivo de incorporar um retardo a
modelagem [2], assume-se que a taxa de mortalidade, a, para as células infectadas mas que
ainda nao produziam virus é e~ , interpretando assim a probabilidade de sobrevivéncia
no tempo t — 7 para o tempo t. Assim, o modelo obtido tem a seguinte forma:

dx

i A —dz — B(t)xv

dy —ar

prl Bt —7)x(t —T)v(t —71)e YT —ay — pyz

d (1)
i k(t)y —uv

dz

i cyz — bz.

O AC construido em Jafelice et al. [3] representa computacionalmente a corrente
sanguinea de um individuo soropositivo, sob tratamento antirretroviral, onde vivem ar-
tificialmente células nao infectadas e infectadas do linfécito T do tipo CD4+, particulas
de virus livres e os CTL. O linfécito T do tipo CD4+ ¢ o principal linfécito que o virus
ataca ao atingir a corrente sanguinea. Os parametros e os valores da taxa de infecgao
do sistema (1) sdo obtidas a partir deste AC, que utiliza a saida do Sistema Baseado em
Regras Fuzzy (SBRF) [6] para a simulacao. As varidveis de entrada do SBRF sao a adesao
ao tratamento e a poténcia do medicamento. O SBRF é construido com as informacoes
provenientes do especialista da area, utilizando o método de inferéncia Mamdani e centro
de gravidade como método de defuzzificacao [3].

A simulagdo é realizada utilizando os valores de adesdo ao tratamento e poténcia
do medicamento de trés individuos soropositivos ao HIV mostrados na Tabela 1. Nesta
tabela, os parametros da primeira, segunda e terceira colunas correspondem a individuos
soropositivos submetidos a trés niveis de poténcia e adesao ao medicamento [3]. A primeira
linha da Tabela 2 mostra a porcentagem dos linfécitos T do tipo CD4+ infectados e a
segunda linha mostra o periodo de replicacao do virus para os valores de entrada.
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Tabela 1: Entradas para o SBRF usado na simulagao.

Primeira Segunda Terceira
entrada  entrada entrada

Adesdo ao tratamento 0.8 0.85 0.9
Poténcia da medicamento 0.1 0.6 1

Tabela 2: Saidas do SBRF e entradas do AC usadas na simulagao.

Primeira Segunda Terceira
salda - entrada saida - entrada saida - entrada

Porcentagem de linfécitos
CD4+ infectados 0.85 0.55 0.1
Periodo de replicagao do virus 6.35 10.4 16

A taxa de infeccao [(t) do sistema (1) é um pardmetro importante para o controle
da AIDS em individuos soropositivos ao HIV. Esta taxa de infecgao é calculada usando o
quociente do nimero de linfécitos T do tipo CD4+ infectados pelo produto do nimero de
linfécitos T do tipo CD4+ nao infectados e a variacdo do tempo At, isto é,

_ linfocitos CD4+ infectados
~ linfécitos CD4+ nao infectados - At

B(t) (2)

Neste estudo, este cédlculo é realizado para At =1et =1,...,100. A Figura 2 contém
o diagrama de dispersao da taxa de infecgao em funcao do tempo e o ajuste de curva para
os trés valores de entrada [3(t). Assim, as expressoes obtidas sao:

B(t) = 0.2703¢~ %99 4-0.2499 (1* entrada);
B(t) = 0.333¢70:005527¢ (92 entrada);
B(t) = 0.335¢70-008937t (32 antrada).

Em Jafelice et al. [3], as taxas do sistema (1) sdo consideradas como valores inversos
do tempo que no AC é o nimero de iteragoes. Os valores das taxas sdo:

e A\ = 20 que ¢ o influxo constante de células nao infectadas produzidas no corpo
humano, colocadas aleatoriamente em cada iteracao na AC.

d = 1/4 que é a taxa de mortalidade de células nao infectadas, pois no AC o niimero
de iteragoes para morte de células nao infectadas é 4.

a = 1/5 que é a taxa de mortalidade de células infectadas, pois o nimero de iteragoes
para morte de células infectadas é 5.

p = 0.4 que é a taxa de mortalidade de células infectadas devido ao encontro com
os CTL, porque nem todo encontro resulta em sucesso.

u = 1/2 que é a taxa de mortalidade das células do HIV, pois o nimero de iteragoes
para a morte por HIV é 2.
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e ¢ =1/14 que é a taxa de proliferacao dos CTL, uma vez que o nimero de iteragoes
para a proliferacao do CTL ¢ 14.

e b = 1/15 que é a taxa de mortalidade do CTL, pois o nimero de iteragdes para
morte dos CTL é 15.
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Figura 2: Diagrama de dispersio das taxas de infec¢ao ajustados em funcdo do tempo para as
trés entradas [3].

Além desses valores para os parametros, é encontrado o valor @ = 0.0825. No AC
sao contadas todas as células infectadas que morreram e nao produziram virus em cada
iteracao e depois calcula-se a média dos valores encontrados. O vetor k(t), que representa
a reproducao das células infectadas, é obtido a partir do AC, contando o nimero de células
infectadas recentemente reproduzidas em cada iteracao t.

4 Fuzzificagao da Solugao Numeérica do Modelo da Dinamica
do HIV com Retardo

Com base no principio de extensao de Zadeh bidimensional (Teorema 2.1) é desenvol-
vido um algoritmo utilizando o software Matlab baseado no trabalho de Almeida et al. [1].
Neste trabalho constroéi-se uma fuzzificagao de uma solucao numeérica para um modelo de
equacoes diferenciais parciais através do principio de extensao de Zadeh unidimensional.

O primeiro passo do algoritmo é a obtengao de uma solu¢ao numérica, ¢, do sistema (1),
por meio do software Matlab e seu aplicativo dde23. A construcao numérica desta solugao
estd baseada nas informagoes do individuo soropositivo que recebe a poténcia do medica-
mento e adesdo média ao tratamento, ou seja, 3(t) = 0.333e0:005527¢ ¢ retardo 7 = 0.5.
As condigoes iniciais sao zg = 0.99,y9 = 0.01,v9 = 0.1 e zg = 0.01. A solugao ¢ é exibida
na Figura 3.
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Figura 3: Solugao numérica ¢ do sistema (1).

O segundo passo do algoritmo define os nimeros fuzzy triangulares I' = (0.08,0.5,1)
(baseado nas informacoes de [2]) e U = (0.25,0.5,0.75), que representam a incerteza do
retardo 7 e a taxa de mortalidade do virus u, respectivamente. As func¢oes de pertinéncia
estao dadas por

1
= @(T —0.08) 5 0.08 <7 <05epur(r)=2(1—-7)se 0.5 <7 <1,
(u—0.25) se 0.25 <u < 0.5 e uy(u)

pr(7)

py (u) (0.75 — u) se 0.5 < u < 0.75.

~0.25

A seguir, com o objetivo de utilizar a extensao de Zadeh bidimensional de (I',U) via a
funcao S¢(r,u) = ¢(t, 7, u), fixa-se t e define-se a fungao de pertinéncia da extensdo como
NbA“t(F,U)(z) = sup[urxu (7, u)], em que z = Si(7,u).
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Figura 4: Fuzzificagdo da solugao numérica ¢ do sistema (1) via extensao de Zadeh bidimensional.
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Na Figura 4 mostra-se o resultado da fuzzificacao através do tempo, contendo suas
quatro componentes. Pode-se observar que, a medida que o tempo passa, as células nao
infectadas e os CTL aumentam até estabilizar em torno de um nimero. Notamos também
que a carga viral e as células infectadas diminuem drasticamente com o tempo e este com-
portamento estd de acordo com a literatura. A regiao amarela é a que melhor representa
o fendmeno biolégico, por ter grau de pertinéncia préximo de 1.

5 Conclusoes

O comportamento do resultado da fuzzificagao através da extensao de Zadeh bidimen-
sional que relaciona dois parametros incertos da dinamica do sistema com retardo (1),
é qualitativamente similar a histéria natural da infeccdo do HIV (ver Figura 1), com a
diferenca que o modelo inclui o tratamento antirretroviral. De fato, a diferenca é que,
neste modelo (1), as células nao infectadas do linfécito T do tipo CD4+ tendem a se es-
tabilizar a medida que o tempo passa, enquanto na histéria natural decresce; o HIV nos
modelos (1) também se estabiliza com o tempo, contudo no histérico natural, aumenta
quando o tempo passa.
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