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Resumo. O foco do presente trabalho consiste na aplicagdo de um Método de Galerkin Des-
continuo Estabilizado para a aproximacao numérica do modelo bidimensional do Tragador-
Passivo. Especificamente, serdo exploradas as boas propriedades de estabilidade local no
tempo dos métodos da classe Runge-Kutta em conjunto com fungoes de fluxo numérico
estaveis com destaque para o uso de uma estratégia de estabilizacao baseada na Técnica de
Reconstrugao do Gradiente para a estabilizagdo do problema hiperbdlico associado.
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1 Método de Galerkin Descontinuo

O método de Galerkin Descontinuo (DG, do inglés Discontinuous Galerkin) é uma
classe dos Métodos de Elementos Finitos cuja formulacao variacional permite o emprego
de polinémios descontinuos por partes para compor os espagos de aproximagcao. O método
DG combina diversas caracteristicas interessantes do método de elementos finitos classico
e do método de volumes finitos, compondo uma ferramenta importante para aproximar
solucoes de equagoes diferenciais, como por exemplo, em problemas de escoamentos em
meios porosos [3,4], de dindmica de fluidos e eletrodinamica [2].

1.1 Lei de Conservagao Hiperbdlica

Seja D = Q x I C R3, o dominio de definicio do problema estudado, onde Q C R? e
I =10,T]) com T > 0, correspondendo as partes espacial e temporal de D, respectivamente.
Considere u(x,t) : D — R a funcdo que designa a varidvel conservada e a fungao de fluxo
f(u) = (f(u),g(u)) com imagem em R?, cujas componentes de f(u), f(u) e g(u), tém
ambas imagem em R. Uma lei de conservacao associada a essas fungoes é uma equagao
diferencial parcial escrita na forma

u(z, t): + div(f(u(x, t)) = 0. (1)
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A equagao (1) devera ser acrescida de uma condicao inicial e uma condigao de contorno
(em dominios limitados), definindo assim um problema de valor inicial e de contorno.

1.2 Nomenclatura e Definigoes para Problemas Discretos

Seja (2, uma particao fixa do dominio €2 em quadrilateros. Consideramos um sub-
conjunto E; C €, como sendo um elemento de 4, com j € {1,2,---, M}. Tomando um
elemento arbitrario F em €2, definimos V, (4, R) como sendo:

Vi(Q,R) = {v € L*(,R) : v|g € V4(BE,R),VE € Q,} .
Para um dado instante de tempo ¢ fixo, up(x,t) € Vi, (E,R) arbitréria e € Q, definimos
os valores internos e externos ao elemento F, respectivamente, por:

up(”) =up(x,t) =  lim  up(y,t) eup(xh) =up(zt,t) =  lim  wuy(y,t).
y—x,yck y—);pﬁy%E

1.3 Formulacao Variacional Fraca Global

Tomando uma funcao arbitraria v € Vj (2, R) multiplicamos (1) por esta fungao e
integramos com relagdo a varidvel espacial no dominio ) e utilizando integracao por
partes para funcoes de multiplas varidaveis temos que:

Zdt/E x)dQ = Zf:ct Vo(x)dQ— ZZ/f (z,1)) - ne go(x)dr.

=1 ecOE;
(2)

1.4 Solucao Local

A construgao da solucdo local é baseada em [2], onde a ideia béasica é a hipdtese
de separacao de varidveis. Considerando um elemento arbitrario £ C €); tomamos
Vi(E,R) = P1(E,R) que é o espaco das fungoes espaciais, gerado pelas fungoes o¥ (x) = 1,
oF(x) =x—2pepf(x) = y—yg, onde o vetor xp = (zg,yr)! contém as coordenadas do
baricentro do elemento E. Fixada a base V},(E,R) tomamos coeficientes dependentes do
tempo t, denotados por cZ-E (t), indicando que cada coeficiente estd associado a uma funcao
de base pF (x). Assim, a solucdo local do elemento E ¢ dada por:

3
un(@, )|y = > el (t)pf (), VacE. (3)
=1

1.5 Formulacao Variacional Fraca Local

Para determinarmos uma aproximacao uy(z,t) € V(p,, R) de u(zx,t) € L2(Q4, R) em
(1), vamos considerar a forma fraca dada em (2) restrita a um elemento arbitrario E e
uma funcao teste arbitraria v € V(E, R), tal que para todo E € Q, tenhamos:

% Euh(az,t) x)dQ = /fuhwt)) -Vo(x)dQ— Z/f (up(x,t)) ne pu(x)dr. (4)

ecOFE
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A equagao (4) é chamada de formulagao variacional local. Introduzimos a fungao de fluxo
numérico a qual que tem o papel de aproximar o termo f(up(x,t)) - ne g em termos das
quantidades up(z~) e up(x™) associadas ao elemento F, ou seja,

Flun(@™), un(zh)) = Flup((@),1)) - ne,5,

onde up(x ™) e up(x™) sdo as solugoes no elemento F e no elemento vizinho a cada aresta
e € OF. Vamos utilizar o fluxo de Lax-Friedrichs local dado por:

-~ 1 ap
f((l,b) = §(f(a)+f(b)) 'ne,E_7(b_a)7
onde ag é uma avaliagao da maior velocidade de propagagao, dada por:

of
ou

ap = max

. (8) *Ne B
min(a,b)<s<maz(a,b)

)

com a = up(xt), b = up(xz~) e s € R, onde derivada de f(s) com relagdo a varidvel

u € dada por: g—i = <8J(;(u“), 8%(5))_ Fixando um elemento E, vamos denotar uy(x,t)|,

simplesmente por uf . Substituindo a expressao da solucao local uf , do fluxo numérico e
como esta formulagao é valida para qualquer v € V,,(E,R), onde V;(E,R) tem dimensao
3, logo a equagao (4) é valida para qualquer elemento da base Vj(FE,R). Assim vamos
fixar um elemento ¥ (z) para algum [ = 1,2 ou 3. Reescrevemos (4) como:

3 4P
izldéft) /E PP (@)pf (@) dQ = /E FuP) - VoF(z)dQ

- Y [ fw@)uf@)ef (@) dr, (5)

ecdE V€

com [ = 1,2 e 3. A equacgao (5) é a notagdo de um sistema de equagoes diferenciais
ordindrias sobre as varidveis clE (t) para cada elemento E € {2, que serd resolvido com um
esquema da classe Strong Stability Preserving Runge-Kutta (SSPRK) de terceira ordem e
trés estégios [2].

2 Meétodo DG Estabilizado

O método DG apresenta oscilagoes espurias na presenga de gradientes abruptos [2,7],
assim, para conter tais oscilagdoes propomos uma estratégia de estabilizacao baseada na
técnica Reconstrugao do Gradiente [1,5,6]. Seja ug a solugdo média no elemento F obtida
a partir de (3) em um tempo fixo t* dada por:

1
UE:/ up(x, )| 5 dQ,
Ag Jg

onde Ap é a area do elemento E. Para estabilizar a solugdo up(x,t*)|; via técnica de
Reconstrucao do Gradiente [1,5-7] os ingredientes principais sao: N(E) é o conjunto for-
mado pelos indices dos elementos vizinhos por vértice do elemento E, sendo que n(N(E))
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denota a quantidade de elementos no conjunto N(E); x; = (x;,y;) sdo as coordenadas
do baricentro do i-ésimo vizinho do elemento E, com i € N(E); u; é a média celular no
i-ésimo vizinho do elemento E, com i € N(FE). De posse do valor ug, entdao uma forma
de reconstruir uy(x,t*)|, é utilizar a seguinte funcao polinomial:

pe(z) = Up + BrgEp - (T — xE), (6)

onde x,xp € Fex —xp = (m —ZE,Y — yE)t. Note que em (6) temos elementos que
compoem a geometria de E e dois graus de liberdade que sdao as componentes do vetor
de inclinacoes g = (gx, gy)t. O redutor de inclinacao g € introduzido com objetivo de
reduzir oscilagOes esptrias que surgem no processo de estabilizagdo de up(x,t*)|,. Além
disso, a reconstrugao pg(x) dada em (6) tem média nula em cada elemento E [1,5-7].
Para calcularmos as componentes de g5 vamos assumir fg = 1 e tomando & = x; em (6)
de forma que pg(x;) = u;, para cada i € N(FE), obtemos:

ai—ﬁEng-(wi—wE). (7)

Com a variacao dos indices i € N(E) a equagao (7) caracteriza um sistema retangular
com n(N(E)) equacbes sobre as varidveis g, e g,. Geometricamente o sistema gerado por
(7) pode ser interpretado como a busca pelos valores g, e g, que minimizam a diferenca
lpe(x;) — @;|%, para cada i € N(E). O sistema anterior com sua interpretacio geométrica
caracteriza um Problema de Quadrados Minimos, dado por:

Axq Ayq Ay
Axo Ayq <gx> B Aty ®)
: 9y ’
Azy) Aynig) Aty g

onde Az; = x; — zp, Ay; = yi — Yy ¢ Au; = u; — ug. Para aproximar g, e g, resolvemos
o sistema (8) via Equagbes Normais. Para o cdlculo do parametro g consideramos os
valores:

—Min : = = —max = =

up™ = min {u;,up} e ux™ = max {u;,ug}.

iEN(E) iEN(E)

Como temos interesse no controle de inclinagao, analisando todos os elementos vizinhos,
escolhemos os pontos z; como sendo os baricentros dos elementos vizinhos de E. Introdu-

zimos os valores Bl para cada vizinho | € N(F) do elemento E, dados por:

. aPer g _
mm{l,m}, se pg(z1) > Ug,
l . amin _g _
Pe = mln{17%}7 se pp(z)) < up,
1, se pe(z;) = up.
Desta forma, calculamos Sz como sendo: Bz = min {B%}. Por fim, atualizamos os

IEN(E)
coeficientes ¢ (t*) em (3) como: ¢ (t*) = g, ¥ (t*) = Brgs e & (t*) = Brgy.
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3 Problema do Tracador Passivo

Sem perda de generalidade, seja 92 a fronteira de €2, de forma que 02 = I'p U 'y,
onde I'p NI'y = @. Neste caso I'p denota a parte da fronteira de €2 na qual condicbes de
Dirichilet sao prescritas e I'y a parte da fronteira de ) na qual sao prescritas condigoes
de Neumann. Tomamos p(x) : @ — R a funcdo que designa a varidvel da pressao e
v(z) : 2 — R? a funcdo que designa a varidvel da velocidade. O problema de pressio-
velocidade que compoem o modelo do Tragador-Passivo é dado por:

div(v(z)) = 0,Va €, (Conservagao de Massa)
v(k) = —KVp(x),Vx €, (Lei de Darcy) 9)

com as seguintes condic¢oes de fronteira:
p(x) =pp(x),Yx €T'p e v(x) -n=gy(x),Vr €Ty, (10)

onde K é um tensor definido-positivo em Ms(R). O problema de pressao-velocidade serd
resolvido com o Método de Elementos Finitos Misto Hibrido Dual (MHD), utilizando o
espaco de Raviart-Thomas de indice 0, denotado por RT [3,4]. Acoplamos um pro-
blema de transporte, cujo o campo de velocidades é fornecido pelo problema de pressao-
velocidade. A equacdo de transporte é dada por:

ou(x,t) Oou(z,t)
o ’U(m)'T = 0,Y(z,t) € D, (11)

com as condigoes de fronteira e inicial dadas, respectivamente, por:
u(z,t) =ap(x),Ve e'peVte[0,T] e u(x,0)=up(x),Vrec Q. (12)

Para a resolucao do problema de transporte vamos utilizar o método DG estabilizado via
a técnica de Reconstrugao do Gradiente discutido anteriormente. Vamos considerar as
seguintes condicGes de contorno para o problema de pressao-velocidade:

p(x) =1V € 00, p(x) =0 Ve € 0Q3, v(x) -n =0V € 0Qs e YV € 0. (13)
As condicGes de contorno e inicial para o problema de transporte sao dadas por:
u(z,t) =1,YVe e 0 eVt € [0,T] e wu(x,0)=0,Vz € Q. (14)
Tomaremos os seguintes valores de permeabilidade:
K=10%TsexcZionxcZs e K=1Isexc Lo, (15)

onde Z; = [0,0.2] x [0,0.8], Z3 = [0.7,1.0] x [0.2,0.8] e Zy = Qp \ (Z1 U Z3). Utilizamos
malhas quadrilaterais trapezoidais com 10 x 10 elementos. Para a equacao de transporte
trabalharemos com o esquema SSPRK de trés estégios e terceira ordem de forma a garantir
boa estabilidade temporal, com o niimero de Courant v = 0.3 e tempo total de simulagao
T = 3.0. A Figura 2 indica o bom comportamento do problema de pressao-velocidade
quando utilizamos o MHD escolhendo o espago R7T . O campo de velocidades obtido nos
dé indicativos da direcao de deslocamento na equacao de transporte. As solugOes para a
equagao de transporte (saturagdes) exibidas na Figura 2 sdo estdveis e nao geram gradi-
entes abruptos e/ou oscilagoes tendo em vista a combinacao de uma malha de trapézios e
o espago de aproximagcao P;(E,R).
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Figura 1: Condigoes de Contorno para Simulagao do modelo do Tracador-Passivo.
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Figura 2: Resultados Numéricos para Simulagdo do modelo do Tragador-Passivo.
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4 Conclusoes

A utilizagdo do método DG e de esquemas de evolugao temporal da classe SSPRK
combinados a estabilizacao via a técnica de Reconstrucao do Gradiente forneceram bons
resultados para o problema de transporte acoplado ao modelo do Tracador-Passivo. Além
disso, temos uma relacao estavel entre o MHD e o método DG estabilizado.
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