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Resumo. O foco do presente trabalho consiste na aplicação de um Método de Galerkin Des-
cont́ınuo Estabilizado para a aproximação numérica do modelo bidimensional do Traçador-
Passivo. Especificamente, serão exploradas as boas propriedades de estabilidade local no
tempo dos métodos da classe Runge-Kutta em conjunto com funções de fluxo numérico
estáveis com destaque para o uso de uma estratégia de estabilização baseada na Técnica de
Reconstrução do Gradiente para a estabilização do problema hiperbólico associado.
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1 Método de Galerkin Descont́ınuo

O método de Galerkin Descont́ınuo (DG, do inglês Discontinuous Galerkin) é uma
classe dos Métodos de Elementos Finitos cuja formulação variacional permite o emprego
de polinômios descont́ınuos por partes para compor os espaços de aproximação. O método
DG combina diversas caracteŕısticas interessantes do método de elementos finitos clássico
e do método de volumes finitos, compondo uma ferramenta importante para aproximar
soluções de equações diferenciais, como por exemplo, em problemas de escoamentos em
meios porosos [3, 4], de dinâmica de fluidos e eletrodinâmica [2].

1.1 Lei de Conservação Hiperbólica

Seja D = Ω × I ⊂ R3, o domı́nio de definição do problema estudado, onde Ω ⊂ R2 e
I = [0, T ] com T > 0, correspondendo as partes espacial e temporal de D, respectivamente.
Considere u(x, t) : D → R a função que designa a variável conservada e a função de fluxo
f(u) = (f(u), g(u)) com imagem em R2, cujas componentes de f(u), f(u) e g(u), têm
ambas imagem em R. Uma lei de conservação associada a essas funções é uma equação
diferencial parcial escrita na forma

u(x, t)t + div(f(u(x, t)) = 0. (1)
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A equação (1) deverá ser acrescida de uma condição inicial e uma condição de contorno
(em domı́nios limitados), definindo assim um problema de valor inicial e de contorno.

1.2 Nomenclatura e Definições para Problemas Discretos

Seja Ωh uma partição fixa do domı́nio Ω em quadriláteros. Consideramos um sub-
conjunto Ej ⊂ Ωh como sendo um elemento de Ωh, com j ∈ {1, 2, · · · ,M}. Tomando um
elemento arbitrário E em Ωh, definimos Vh(Ωh,R) como sendo:

Vh(Ωh,R) =
{
v ∈ L2(Ωh,R) : v|E ∈ Vh(E,R), ∀E ∈ Ωh

}
.

Para um dado instante de tempo t fixo, uh(x, t) ∈ Vh(E,R) arbitrária e x ∈ Ωh definimos
os valores internos e externos ao elemento E, respectivamente, por:

uh(x−) ≡ uh(x−, t) = lim
y→x,y∈E

uh(y, t) e uh(x+) ≡ uh(x+, t) = lim
y→x,y/∈E

uh(y, t).

1.3 Formulação Variacional Fraca Global

Tomando uma função arbitrária v ∈ Vh(Ωh,R) multiplicamos (1) por esta função e
integramos com relação a variável espacial no domı́nio Ωh e utilizando integração por
partes para funções de múltiplas variáveis temos que:

M∑
l=1

d

dt

∫
El

u(x, t)v(x) d Ω =
M∑
l=1

∫
El

f(u(x, t)) ·∇v(x) d Ω−
M∑
l=1

∑
e∈∂El

∫
e
f(u(x, t)) ·ne,El

v(x)dτ.

(2)

1.4 Solução Local

A construção da solução local é baseada em [2], onde a ideia básica é a hipótese
de separação de variáveis. Considerando um elemento arbitrário E ⊂ Ωh tomamos
Vh(E,R) = P1(E,R) que é o espaço das funções espaciais, gerado pelas funções ϕE

1 (x) = 1,
ϕE

2 (x) = x−xE e ϕE
3 (x) = y−yE , onde o vetor xE = (xE , yE)t contém as coordenadas do

baricentro do elemento E. Fixada a base Vh(E,R) tomamos coeficientes dependentes do
tempo t, denotados por cEi (t), indicando que cada coeficiente está associado a uma função
de base ϕE

i (x). Assim, a solução local do elemento E é dada por:

uh(x, t)|E =
3∑

i=1

cEi (t)ϕE
i (x), ∀x ∈ E. (3)

1.5 Formulação Variacional Fraca Local

Para determinarmos uma aproximação uh(x, t) ∈ V (Ωh,R) de u(x, t) ∈ L2(Ωh,R) em
(1), vamos considerar a forma fraca dada em (2) restrita a um elemento arbitrário E e
uma função teste arbitrária v ∈ Vh(E,R), tal que para todo E ∈ Ωh tenhamos:

d

d t

∫
E
uh(x, t)v(x) d Ω =

∫
E
f(uh(x, t))·∇v(x) d Ω−

∑
e∈∂E

∫
e
f(uh(x, t))·ne,Ev(x) d τ. (4)
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A equação (4) é chamada de formulação variacional local. Introduzimos a função de fluxo
numérico a qual que tem o papel de aproximar o termo f(uh(x, t)) · ne,E em termos das
quantidades uh(x−) e uh(x+) associadas ao elemento E, ou seja,

f̂(uh(x−), uh(x+)) ≈ f(uh((x), t)) · ne,E ,

onde uh(x−) e uh(x+) são as soluções no elemento E e no elemento vizinho a cada aresta
e ∈ ∂E. Vamos utilizar o fluxo de Lax-Friedrichs local dado por:

f̂(a, b) =
1

2
(f(a) + f(b)) · ne,E −

αE

2
(b− a) ,

onde αE é uma avaliação da maior velocidade de propagação, dada por:

αE = max
min(a,b)≤s≤max(a,b)

∣∣∣∣∂f∂u (s) · ne,E

∣∣∣∣ ,
com a = uh(x+), b = uh(x−) e s ∈ R, onde derivada de f(s) com relação a variável

u é dada por: ∂f
∂u =

(
∂f(u)
∂u , ∂g(u)

∂u

)
. Fixando um elemento E, vamos denotar uh(x, t)|E

simplesmente por uEh . Substituindo a expressão da solução local uEh , do fluxo numérico e
como esta formulação é válida para qualquer v ∈ Vh(E,R), onde Vh(E,R) tem dimensão
3, logo a equação (4) é válida para qualquer elemento da base Vh(E,R). Assim vamos
fixar um elemento ϕE

l (x) para algum l = 1, 2 ou 3. Reescrevemos (4) como:

3∑
i=1

d cEi (t)

d t

∫
E
ϕE
i (x)ϕE

l (x) d Ω =

∫
E
f(uEh ) · ∇ϕE

l (x) d Ω

−
∑
e∈∂E

∫
e
f̂(uEh (x−), uEh (x+))ϕE

l (x) d τ, (5)

com l = 1, 2 e 3. A equação (5) é a notação de um sistema de equações diferenciais
ordinárias sobre as variáveis cEl (t) para cada elemento E ∈ Ωh que será resolvido com um
esquema da classe Strong Stability Preserving Runge-Kutta (SSPRK) de terceira ordem e
três estágios [2].

2 Método DG Estabilizado

O método DG apresenta oscilações espúrias na presença de gradientes abruptos [2, 7],
assim, para conter tais oscilações propomos uma estratégia de estabilização baseada na
técnica Reconstrução do Gradiente [1,5,6]. Seja ūE a solução média no elemento E obtida
a partir de (3) em um tempo fixo t∗ dada por:

ūE =
1

AE

∫
E
uh(x, t∗)|E d Ω,

onde AE é a área do elemento E. Para estabilizar a solução uh(x, t∗)|E via técnica de
Reconstrução do Gradiente [1,5–7] os ingredientes principais são: N(E) é o conjunto for-
mado pelos ı́ndices dos elementos vizinhos por vértice do elemento E, sendo que n(N(E))
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denota a quantidade de elementos no conjunto N(E); xi = (xi, yi) são as coordenadas
do baricentro do i-ésimo vizinho do elemento E, com i ∈ N(E); ūi é a média celular no
i-ésimo vizinho do elemento E, com i ∈ N(E). De posse do valor ūE , então uma forma
de reconstruir uh(x, t∗)|E é utilizar a seguinte função polinomial:

pE(x) = ūE + βEgE · (x − xE), (6)

onde x, xE ∈ E e x − xE =
(
x− xE , y − yE

)t
. Note que em (6) temos elementos que

compõem a geometria de E e dois graus de liberdade que são as componentes do vetor
de inclinações gE =

(
gx, gy

)t
. O redutor de inclinação βE é introduzido com objetivo de

reduzir oscilações espúrias que surgem no processo de estabilização de uh(x, t∗)|E . Além
disso, a reconstrução pE(x) dada em (6) tem média nula em cada elemento E [1, 5–7].
Para calcularmos as componentes de gE vamos assumir βE = 1 e tomando x = xi em (6)
de forma que pE(xi) = ūi, para cada i ∈ N(E), obtemos:

ūi − ūE = gE · (xi − xE). (7)

Com a variação dos ı́ndices i ∈ N(E) a equação (7) caracteriza um sistema retangular
com n(N(E)) equações sobre as variáveis gx e gy. Geometricamente o sistema gerado por
(7) pode ser interpretado como a busca pelos valores gx e gy que minimizam a diferença
|pE(xi)− ūi|2, para cada i ∈ N(E). O sistema anterior com sua interpretação geométrica
caracteriza um Problema de Quadrados Mı́nimos, dado por:

∆x1 ∆y1

∆x2 ∆y1
...

...
∆xN(E) ∆yN(E)


(
gx
gy

)
=


∆ū1

∆ū2
...

∆ūN(E)

 , (8)

onde ∆xi = xi − xE , ∆yi = yi − yE e ∆ūi = ūi − ūE . Para aproximar gx e gy resolvemos
o sistema (8) via Equações Normais. Para o cálculo do parâmetro βE consideramos os
valores:

ūmin
E = min

i∈N(E)
{ūi, ūE} e ūmax

E = max
i∈N(E)

{ūi, ūE} .

Como temos interesse no controle de inclinação, analisando todos os elementos vizinhos,
escolhemos os pontos zi como sendo os baricentros dos elementos vizinhos de E. Introdu-
zimos os valores βlE para cada vizinho l ∈ N(E) do elemento E, dados por:

βlE =



min
{

1,
ūmax
E −ūE

pE(zl)−ūE

}
, se pE(zl) > ūE ,

min
{

1,
ūmin
E −ūE

pE(zl)−ūE

}
, se pE(zl) < ūE ,

1, se pE(zl) = ūE .

Desta forma, calculamos βE como sendo: βE = min
l∈N(E)

{βlE}. Por fim, atualizamos os

coeficientes cEi (t∗) em (3) como: cE1 (t∗) = ūE , cE2 (t∗) = βEgx e cE3 (t∗) = βEgy.
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3 Problema do Traçador Passivo

Sem perda de generalidade, seja ∂Ω a fronteira de Ω, de forma que ∂Ω = ΓD ∪ ΓN ,
onde ΓD ∩ ΓN = �. Neste caso ΓD denota a parte da fronteira de Ω na qual condições de
Dirichilet são prescritas e ΓN a parte da fronteira de Ω na qual são prescritas condições
de Neumann. Tomamos p(x) : Ω → R a função que designa a variável da pressão e
v(x) : Ω → R2 a função que designa a variável da velocidade. O problema de pressão-
velocidade que compõem o modelo do Traçador-Passivo é dado por:

div(v(x)) = 0, ∀x ∈ Ω, (Conservação de Massa)

v(x) = −K∇p(x),∀x ∈ Ω, (Lei de Darcy) (9)

com as seguintes condições de fronteira:

p(x) = pD(x),∀x ∈ ΓD e v(x) · n = gN (x),∀x ∈ ΓN , (10)

onde K é um tensor definido-positivo em M2(R). O problema de pressão-velocidade será
resolvido com o Método de Elementos Finitos Misto Hı́brido Dual (MHD), utilizando o
espaço de Raviart-Thomas de ı́ndice 0, denotado por RT 0 [3, 4]. Acoplamos um pro-
blema de transporte, cujo o campo de velocidades é fornecido pelo problema de pressão-
velocidade. A equação de transporte é dada por:

∂u(x, t)

∂t
+ v(x) · ∂u(x, t)

∂x
= 0, ∀(x, t) ∈ D, (11)

com as condições de fronteira e inicial dadas, respectivamente, por:

u(x, t) = aD(x),∀x ∈ ΓD e ∀t ∈ [0, T ] e u(x, 0) = u0(x),∀x ∈ Ωh. (12)

Para a resolução do problema de transporte vamos utilizar o método DG estabilizado via
a técnica de Reconstrução do Gradiente discutido anteriormente. Vamos considerar as
seguintes condições de contorno para o problema de pressão-velocidade:

p(x) = 1 ∀x ∈ ∂Ω1, p(x) = 0 ∀x ∈ ∂Ω3, v(x) · n = 0 ∀x ∈ ∂Ω2 e ∀x ∈ ∂Ω4. (13)

As condições de contorno e inicial para o problema de transporte são dadas por:

u(x, t) = 1,∀x ∈ ∂Ω1 e ∀t ∈ [0, T ] e u(x, 0) = 0,∀x ∈ Ωh. (14)

Tomaremos os seguintes valores de permeabilidade:

K = 10−6I se x ∈ Z1 ou x ∈ Z3 e K = I se x ∈ Z2,. (15)

onde Z1 = [0, 0.2] × [0, 0.8], Z3 = [0.7, 1.0] × [0.2, 0.8] e Z2 = Ωh \ (Z1 ∪ Z3). Utilizamos
malhas quadrilaterais trapezoidais com 10× 10 elementos. Para a equação de transporte
trabalharemos com o esquema SSPRK de três estágios e terceira ordem de forma a garantir
boa estabilidade temporal, com o número de Courant ν = 0.3 e tempo total de simulação
T = 3.0. A Figura 2 indica o bom comportamento do problema de pressão-velocidade
quando utilizamos o MHD escolhendo o espaço RT 0. O campo de velocidades obtido nos
dá indicativos da direção de deslocamento na equação de transporte. As soluções para a
equação de transporte (saturações) exibidas na Figura 2 são estáveis e não geram gradi-
entes abruptos e/ou oscilações tendo em vista a combinação de uma malha de trapézios e
o espaço de aproximação P1(E,R).
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Figura 1: Condições de Contorno para Simulação do modelo do Traçador-Passivo.
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Figura 2: Resultados Numéricos para Simulação do modelo do Traçador-Passivo.
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4 Conclusões

A utilização do método DG e de esquemas de evolução temporal da classe SSPRK
combinados a estabilização via a técnica de Reconstrução do Gradiente forneceram bons
resultados para o problema de transporte acoplado ao modelo do Traçador-Passivo. Além
disso, temos uma relação estável entre o MHD e o método DG estabilizado.
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