Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics, v. 7, n. 1, 2020.

Trabalho apresentado no XXXIX CNMAC, Uberlandia - MG, 2019.

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied
Mathematics

Escoamento na Cavidade com Tampa Movel: Diferentes
Abordagens na Resolucao da Equacao de Poisson

Rafael de Lima Sterza !

Leticia Braga Berlandi 2

Beatriz Liara Carreira 3

Analice Costacurta Brandi 4

Messias Meneguette Junior °

Universidade Estadual Paulista (Unesp), Faculdade de Ciéncias e Tecnologia, Presidente Prudente.

Resumo. Asequagoes de Navier-Stokes tém um papel fundamental na mecéanica dos fluidos,
sendo capazes de descrever o comportamento de escoamentos de fluidos e esses podem ser
encontrados em diferentes aplicagoes da industria, da ciéncia ou da tecnologia, isto é, pos-
suem diversas aplicagoes. Diante disso, neste trabalho, considera-se o cldssico problema da
cavidade com tampa movel, sendo que a resolugao da equacao de Poisson foi realizada pelo
método de diferencas finitas compactas e pelo método Smoothed Particle Hydrodynamics
(SPH) e os resultados comparados com os encontrados na literatura.
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1 Introducao

Indmeros sao os avancos dos estudos realizados na mecanica dos fluidos, ciéncia que
se dedica a estudar os fluidos (substancias que se encontram no estado liquido ou gasoso)
em repouso ou em movimento. Os fluidos estao em todas as partes da natureza como
o ar, a agua, o sangue que circula nas veias e artérias no corpo humano. No entanto,
a complexidade matematica dessas equacgOes nao permite que, para problemas gerais,
andlises tedricas encontrem solugoes analiticas [1].

Dois problemas sao bastante utilizados para a avaliagao de algoritmos numéricos para
as equagoes de Navier-Stokes incompressiveis, um deles é o escoamento forcado pelo movi-
mento da tampa de uma caixa, ou cavidade [1] que foi considerado neste trabalho. Para a
resolugao da equagao de Poisson foi utilizado o método de diferencas finitas compactas de
quarta ordem e o método SPH. Os resultados numéricos obtidos com essas técnicas foram
comparados com resultados encontrados na literatura.
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2 Problema da Cavidade com Tampa Movel

O interior da cavidade (Figura 1) é totalmente preenchido com fluido. Inicialmente, a
tampa da cavidade e o fluido estao em repouso e as paredes sao sélidas e impermeaveis. No
instante g a tampa da cavidade é acelerada para a velocidade U > 0. Devido as tensoes
viscosas, o movimento da tampa “puxa’ o fluido que estd adjacente a ela, originando o

- U= ."T
escoamento. a0, u= 6

- : E)Q]

u=0 wv=0
Figura 1: Escoamento forgado pelo movimento da tampa de uma caixa (cavidade).

As equagoes que modelam o escoamento forgado pelo movimento da tampa de uma
caixa descritas em termos da funcao de corrente-vorticidade sao

Ow  O(uw)  Ovw) 1 _,
= o + o = Rev w em Qx]0,t], (1)
Vi = —w em Q x[0,¢], (2)

onde ¥ (z,y,t) é uma funcdo real, conhecida como funcao corrente, definida de maneira
que satisfaca a conservagao de massa e w(x,y,t) é a vorticidade. Tem-se que
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sendo que u e v denotam as componentes do vetor velocidade u(z,y,t) = (u(z,y,t),v(z,y,t)).
As condicoes iniciais e de contorno sao
u(z,y,0) = 0 em Q, u(z,y,t) =0 em 0O x [0,t],
u(z,y,t) = U e v(z,y,t)=0 em 09 x [0,¢]. (5)

O dominio de simulacdo ¢é €2, a tampa é a fronteira 029 e a caixa é a fronteira 0€);.
O escoamento em uma cavidade se caracteriza pela presenga de uma grande zona de
recirculacao central e outras, menores, nos cantos inferiores. O tamanho dessas regioes,
bem como sua localizagao, variam com o numero de Reynolds do escoamento [1].

3 Formulacao Matematica

Nesta secao, sao apresentados a formulacao corrente-vorticidade e as condigoes auxili-
ares do problema.
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3.1 Corrente-Vorticidade

Dadas as equagoes do momento em y e em x, respectivamente,

ot Oz oy 0Oy Relox? 0y2l’
Ou wdv udu Op 1 10%u  0%u
5y o~ ast elo@ tap) ()

Derivando a equagao (6) com relacdo a x e a equacao (7) com respeito a y e, em
seguida, subtraindo as equagoOes resultantes e, utilizando a equagao (4) e a equagdo da
continuidade, obtém-se a equacdo (1). Note que a equagao (1) apresenta dificuldades no
calculo de u. Por isso, define-se a fungao potencial 1, pela equagao (4). Substituindo na
definicao de w, chega-se & equacao (2).

3.2 Condigoes Iniciais e de Contorno

Como no instante inicial o fluido estd em repouso u é nulo. Os valores para u e v nas
bordas da cavidade sdo dadas pelas equagoes (5). Utilizando os eixos coordenados como
no plano cartesiano usual, entao, da condicao do problema no qual a parede é sélida, tém-
se a condicao de nao-escorregamento, e a variacao da velocidade na direcao tangencial a
parede ¢ nula. Logo, Wparede = —g%, onde 7 é a direcdo normal & parede. A funcao 1 na
parede é calculada através da equagao (4) substituindo os valores de u e v nas respectivas
paredes. Sendo assim, é obtido que a variagao de v é nula nas bordas, logo ¥ é constante
nas bordas, e por convencao, 1 é tomada como sendo nula.

4 Formulagao Numérica

Nesta secao, sao apresentados os métodos numéricos para a resolucao do problema,
junto com a discretizacao da equacao e das condi¢oes de contorno.

4.1 Aproximagoes para as Equacoes do Problema

Para a solug@o do problema foi utilizada uma malha co-localizada, com N x N pontos.
A equacao (1) pode ser discretizada de maneira explicita utilizando diferengas finitas.
Substituindo as aproximagoes na equagao (1), obtém-se,

At g O (L g e e (1 g (8)
VU Redy " \Redi o, )W Redy  \Redy 4y )T

1 Uj i Uj 4 2 /1 1

onde, A = — + —L 4 5 _ —(— + —) Uma vez que a vorticidade foi calculada
’ 5 6. 8, Re\s2 ' & d

no interior do dominio, calcula-se a corrente, através da equacao (2). Trata-se de uma
equacao de Poisson bidimensional, sendo que sua resolucao foi realizada de duas maneiras

neste trabalho, pelo método de diferencas finitas compactas e pelo método das particulas.

wt+1 _ 5t

]
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Por fim, as velocidades sao calculadas utilizando a equagao (3), aproximando as derivadas
. o Yijr1 — Pij-1 Yig1j — i1,

com diferencas centrais, isto é, u; ; = =T Vi = —%.

X

25,

4.2 Condigoes de Contorno

Tanto na entrada, quanto nas paredes, w é calculado segundo a equagao (2). No
inicio, utiliza-se uma aproximacao para v ; e para 11 o de terceira ordem. Analogamente,
aproximagoes sao utilizadas no fim da cavidade, sendo que nas paredes, as expressoes
obtidas para a entrada podem ser simplificadas pelo fato de ser constante na direcao x.

As paredes da cavidade foram consideradas impermedveis, de modo que v; 1 = v; p = 0,

it =2,---,N —1, e utilizando as condicoes de contorno, tem-se que u;1 =0, wu;p =1,
i =2,---,N — 1. Na saida, as velocidades foram consideradas constantes na dire¢ao x,
chegando a vn; =vN_1jeuyj=uy_1; para j=2,--- , M — 1.

4.3 Meétodo de Diferencas Finitas Compactas

A equacdo (2) pode ser resolvida pelo método compacto de quarta ordem, que apds
a discretizagao [4], resulta em #(it1 41 + Yir1,j-1 + Vim1j+1 + Yic1j-1) + 3 (Yic1; +
10 h?
Vit + Yij-1+ Yije1) — 3%ij = 15 (Wim1j + wir1j + wijo1 + wijr1 + 8wij).

4.4 Smoothed Particle Hydrodynamics

O método SPH é um método sem malha e a sua discretizagdo se da através de um
conjunto de particulas que nao possuem conectividade entre si, e também estao associadas
a outras propriedades individuais relacionadas a fisica do fenémeno simulado. Para obter
uma solucao para a equacgao de Poisson é preciso aproximar alguns operadores: o diver-
gente, o gradiente e o laplaciano [5]. E, para determinar o padrao da aproximagao, definir
a dimensao do suporte de influéncia, a consisténcia e a precisao, sao utilizadas funcoes
nucleo. No presente trabalho, a fungao nicleo utilizada foi baseada na spline quintica [3].

5 Resultados Numéricos

Os resultados obtidos na resolucdo do problema foram comparados aos obtidos por
Fortuna [1] e por Ghia et al [2]. O trabalho de Ghia et al [2] é um dos estudos numéricos
classicos sobre o escoamento na cavidade, no entanto, ressalta-se que o método SPH tem
alto custo computacional impossibilitando realizar todas as comparacoes com este tra-
balho. As simulagdes foram realizadas para uma malha quadrada, N = 30, e para dois
nimeros de Reynolds, através de um computador com processador Intel Core i5 de 7?
geragao e 8GB de memoéria RAM. Inicialmente, apresenta-se o resultado para Re = 10,
onde o método compacto levou 14 segundos para convergir e o SPH, 1016 segundos. A
Figura 2, representa a velocidade u dentro da cavidade.

Nota-se que os resultados obtidos estao coerentes com os apresentados por Fortuna
[1], uma vez que as maiores velocidades ocorrem em pontos adjacentes a tampa mével.
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As linhas de corrente podem ser analisadas na Figura 3. Dessa vez, percebe-se que os
resultados obtidos condizem com o da literatura e que a maior concentracao estd no centro.
Ainda néo é possivel ver as linhas de corrente nos cantos inferiores. No entanto, quando
utiliza-se Re = 100, isso ja é observado. As Figuras 4 e 5 apresentam os resultados
para Re = 100, onde o método compacto levou 84 segundos para convergir e o SPH,
3676 segundos, além disso, é possivel notar uma semelhanca ao que foi apresentado para
Re = 10.

Além disso, foi realizado um estudo da comparacao da velocidade u e v ao longo de
linhas verticais (Figura 6(a)) e horizontais (Figura 6(b)), respectivamente. Vale ressaltar
que a comparagao foi realizada com os resultados do artigo de Ghia et al 2] para Re =
100 e, além disso, em [2] apresenta-se uma quantidade limitada de dados referentes as
velocidades u e v, que é inferior & quantidade de dados obtidos neste trabalho, por esse
motivo a curva apresentada é mais grosseira quando comparada aos resultados propostos.

Nota-se, no entanto, que os resultados obtidos foram coerentes com os obtidos na
literatura e tanto para a velocidade v quanto para a v, a resolucao pelo método compacto
ficou mais préxima da apresentada por Ghia et al [2].

6 Conclusoes

No presente trabalho foi apresentado o problema da cavidade com tampa mével, sendo
que a resolucao da equacgao de Poisson foi realizada pelo método de diferencas finitas
compactas e pelo método SPH. Os resultados obtidos foram compativeis com as referéncias
[1] e [2], ent@o pode-se concluir que as discretizagoes utilizadas na simulagdo do problema
e, também, as aproximacoes utilizadas para os valores na fronteira, foram adequadas.
Deve-se levar em consideracao que outro método de resolugao foi utilizado nas referéncias
e, ainda assim, os resultados obtidos foram coerentes com a literatura.

Agradecimentos

N

Agradecemos & Coordenacao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior
(CAPES) pelo auxilio financeiro no desenvolvimento deste trabalho.

Referéncias

[1] A. O. FORTUNA. Técnicas computacionais para dindmica dos fluidos: con-
ceitos bésicos e aplicagoes. 2.ed. Sao Paulo: EDUSP, 2012.

[2] U. GHIA, K. N. GHIA and C. T. SHIN. High-Re solutions for incompressible flow
using the Navier-Stokes equations and a multigrid method. J. Comput. Phys, 48,
387-411, 1982.

[3] J. MORRIS. Analysis of smoothed particle hydrodynamics with applications. PhD
thesis, Monash University, 1996.

DOI: 10.5540/03.2020.007.01.0376 010376-5 © 2020 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2020.007.01.0376

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 7, n. 1, 2020.

[4] F. M. OKORO and A. E. OWOLOKO. Compact Finite Difference scheme for Poisson
equation using direct solver, J. Math. and Tech., vol 3, p. 130-138, 2010.

[5] F. PETRONETTO. A Equagdio de Poisson e a Decomposicao de Helmholtz-Hodge
com Operadores SPH. PhD thesis, PUC, Rio de Janeiro, 2008.

(a) Por Fortuna [1].

1 '\,/
- | Voo

09 09‘ff.'::"".:_'_'_‘:‘:::::i'_'_
ot f
o wf DI
o osf
03 05 R
04 04 ' : f.::::f
03 03
02 S 02
0.1 0.1

0 0

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

(b) Diferencas Finitas Compactas. (c) Método SPH.

Figura 2: Vetores indicando a direcao e a velocidade relativa no interior da cavidade para

Re = 10.
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(a) Por Fortuna [1].
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(c) Método SPH.

(b) Diferencas Finitas Compactas.

Figura 3: Linhas de corrente em uma cavidade para Re = 10.
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(a) Por Fortuna [1].
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(b) Diferengas Finitas Compactas.
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(c) Método SPH.

Figura 4: Vetores indicando a direcao e a velocidade relativa no interior da cavidade para

Re = 100.

(a) Por Fortuna [1].
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(b) Diferencas finitas compactas.
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Figura 5: Linhas de corrente em uma cavidade para Re = 100.
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(a) Velocidade u ao longo de linhas verticais.
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(b) Velocidade v ao longo de linhas horizontais.

Figura 6: Comparagao da velocidade u através do centro geométrico para Re = 100.
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