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Resumo. O objetivo deste trabalho é apresentar uma caracterizacao detalhada dos Po-
lindbmios Ortogonais Classicos, em particular os de Jacobi, através das Equacoes do Tipo
Hipergeométrica. Para isso, apresentaremos uma classe de equacoes diferenciais e estuda-
remos algumas de suas solucoes. Mostraremos que sob certas condigoes e utilizando as
caracteristicas dos coeficientes das equacoes desse tipo, conseguimos encontrar solugoes par-
ticulares especificas que sdo polinémios. Apresentaremos uma relacdo de ortogonalidade
destas solugoes polinomiais e algumas condigoes para que estas formem uma sequéncia de
Polinomios Ortogonais Cléassicos, e entao estabeleceremos uma representagao dos Polinémios
Jacobi. Por fim, faremos um estudo sobre a monotonicidade dos zeros dos polindmios de
Jacobi utilizando o Teorema Cléssico de Stieltjes.
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1 Introducao

Os Polinomios Ortogonais Cléassicos, a saber, os polinomios de Jacobi, Laguerre e Her-
mite, formam uma classe de fungoes especiais, ver em [1]. Pela Férmula de Rodrigues
para os polinémios de Jacobi, Laguerre e Hermite, podemos chegar a uma representacao
integral para outras fungoes especiais da fisica e matemdtica, como por exemplo, fungoes
hipergeométricas e funcoes de Bessel. A ideia utilizada na construcao dos polinémios or-
togonais classicos de variavel continua pode naturalmente ser generalizada aos polinémios
ortogonais cléssicos de varidvel discreta.

As fungoes do tipo hipergeométricas podem ser utilizadas para caracterizar os po-
lindbmios ortogonais cldssicos. Desta forma, a seguir vamos introduzir o conceito de
equacoes do tipo hipergeométrica.
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1.1 Equacoes do Tipo Hipergeométrica

Sejam o(x) e 7(x) polinomios de grau no maximo dois e um, respectivamente, e A uma
constante. Uma equagao diferencial de segunda ordem da forma

o(z)y” +7(x)y + Ay =0, (1)

¢é denominada equacao do Tipo Hipergeométrica. Esta equacao é também conhecida como
Equacao Diferencial de Bochner.

As solucoes de uma equacao do tipo hipergeométrica sdo chamadas de fungoes do tipo
hipergeométrica.

Uma propriedade importante sobre estas equagoes é que todas as derivadas das funcoes
do tipo hipergeométrica sao também funcgoes do tipo hipergeométricas. Em outras pala-
vras, se y(z) é solucio da equacdo (1), entdo v, (x) = 3™ (z) é solucio da equacio

U(x)vg + Tn(x)U;L + pnvn =0, (2)

onde 7, (z) é um polinémio de grau no maximo um e p, uma constante, dados por

To(x) = no'(z) + 7(2) pn = A +n1’ + 71(712_1)0”. (3)

Podemos provar que a reciproca também é verdadeira, isto é, toda solugao de (2), com
pr # 0, k=1,....,n—1, pode ser representada da forma v, (z) = y™(z), onde y(z) é uma
solugao de (1). Tais resultados podem ser encontrados com mais detalhes em [2].

As solugoes particulares para a equagao (1) s@o encontradas tomando p, = 0, ou seja
A=-—n1' — @0”. A equacao (1) tem uma solucao particular da forma y(x) = y,(z),
que é um polindémio de grau n, uma vez que a equagao o(x)v) + 7,(z)v), = 0 tem uma
solucao particular dada por v,(x) = k, sendo k uma constante e v, (x) = ™ (z).

1.2 Férmula de Rodrigues

Os polinomios de grau n que sao solucbes da equacao do tipo hipergeométrica sao
denominados polinémios do tipo hipergeométrico. Tais polindomios podem ser dados ex-
plicitamente utilizando o resultado da proposicao a seguir, considerando que p(x) e p,(x)
satisfazem as seguintes equacoes, conhecidas como Equagoes de Pearson,

(o(2)p(x))" = (x)p(z) (o(2)pn(2))" = To()pn(2). (4)

Proposicao 1.1. (Férmula de Rodrigues) Se y,(z) for uma fungdo polinomial de grau
exatamente n, solugcdo da Equagdo (1) e y,(Lm) (z) = v (z) sua derivada m—ésima, solugdo
da Equagao (2), entdo y,(x) e ynm) () sdo dados explicitamente por

xTr) = Bn o (x T (n)
(@) = 22510 w)o(a)] o)
(m) () = AmBn o™ (z)p(x)] ™)
W @) = o o)
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n) m—1
onde By = ynA(SC) ¢ uma constante normalizadora e Ay, = (—1)™ H i, Ap=1.
" k=0

As solugoes polinomiais de (1) formam uma sequéncia de polinémios ortogonais y, (z),

com relagdo a fungao peso p(z). Se para todo k > 0, valer o(z)p(z)2z* = 0 para os valores
de x = a e x = b, entdo sua ortogonalidade é definida por
b
2
[ vnl@n@)p@)de = 8. ()
a

O termo d,, denota a norma do polinémio y, ().

Os polinoémios do tipo hipergeométrico y,(x), aos quais a fungdo p(z) satisfaz a
condi¢io o(x)p(x)z* = 0, para todo k > 0 e x = a, x = b, sdo conhecidos como Po-
linémios Ortogonais Cléassicos. Usualmente, sao também exigidas as condigoes adicionais
p(x) >0 e o(x) > 0, para x no intervalo (a, b).

Para cumprir a condi¢ao de ortogonalidade, é suficiente exigir que a fungao p(z) sa-
tisfaca a seguinte condicao de fronteira

o(a)p(a) =0 a(b)p(b) = 0. (7)

Outro resultado importante é que todas as derivadas dos polinomios ortogonais classicos
k ~ A A . . ;.
yg )(x), solugdo de (2), formam uma sequéncia de polinémios ortogonais cldssicos com

relacdo a p(z) = o (2)p(z) no intervalo (a,b), e sua ortogonalidade é dada por

b

onde di,, é a norma do polinémio ygk) ().

2 Caracterizagao dos Polinomios de Jacobi

Em consequéncia da Férmula de Rodrigues, fazendo n = 1 em (5) e utilizando a
equagao (4), temos que

B, ,_ B

Portanto, 7(z) é um polinémio de grau um, ou seja, 7(x) = Az + B, A # 0. Logo,
temos trés opgoes para o(z), quando ela tem grau igual a 2, 1 e 0. Neste trabalho, iremos
nos limitar ao estudo da fungao o(x) quando seu grau é exatamente igual a 2.

yi(z) = [7(z)p(z)] = Bir().

2.1 Polindomio de Jacobi

Utilizando a condicao o(t) > 0, t € (a,b), podemos supor que o(t) = (t—a)(b—t), com
t € (a,b). Fazendo a mudanga de varidvel t = (a + b)/2 4+ 2(b — a)/2, podemos reescrever
o(r) =1 — 22 no intervalo (—1,1). Como (o(x)p(z))" = 7(z)p(z) entdo
(o@)p@) _ r(x)ple) _ 7la)
o(@)p(z)  o(x)p(x)  o(z)
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Integrando a igualdade anterior, temos que

In o(x)p(zx) :/;Ei;dw,

com 7(x) = Ar+ Beo(z) =1—22 z € (-1,1). Dai,
A B A B
In o(x)p(z) :/T(x)dx:/ vt dx:/(m—i—dx

o(x) 1—2a2 1—2)(1+x)
B-—A 1 A+ B 1
T2 /1+:cdngr 2 /1—xd$
—A A+ B
= In(1+z)— _; In(1 —x)
B— A+B

=1In(1+ x)TA +In(1—2) =
Por outro lado, In o(x)p(x) = In o(z) + In p(x) = In(1 — 2%) + In p(z). Logo,

In p(z) = In o(z)p(x) — In(1 — z?)

=In(1+ ar)BTfA +1In(1 — x)*MTB —In(1 —2z) —In(1 + x)
—Iln(l+2)7 11 -az)"
e, portanto, s ipia
p(x) = (14 2)2 37 (1 = )~ 252
Fazendo
B—A-2 A+B+2
f=mm— ¢ a=——H

concluimos que A = —(a+5+2) e B = — «a. Desta forma,

o(z) =1—2?% T(x)=—(a+B+2)x+F—«

plx) =1 —2)*1+2)° a,f>-1, ze(-1,1).

Neste caso, o polindémio correspondente y,(x) com B, = (—1)"/2"n! é chamado de
Polinémio de Jacobi® e é denotado por pi*P) ().

Note que o(—1)p(—1) =0 e o(1)p(1) = 0. Logo, a condigao de fronteira (7) e a propri-
edade de ortogonalidade (6) para o polinomio de Jacobi e suas derivadas, sdo satisfeitas
em (—1,1) quando 8 > —1 e a > —1. Dai, pela Férmula de Rodrigues,

o) = B () — B oniny (1™
() = PP (@) = 510" (@)o()
_ (=)™ [(1 - x2)n(1 —z)*(1 + :L‘)’B}(")
ompl (1—x)>(1+ :C)ﬁ
(=DM (1 = @) (1 4 )P
T onpl (1 _ x)a(l + 33)5

3A constante B, neste caso foi escolhida como (—1)"/2"n!. Mas, em geral elas podem ser escolhidas
arbitrariamente.
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3 Monotonicidade dos zeros dos polindmios de Jacobi

O resultado a seguir que se encontra em [3], é conhecido como Teorema de Stieltjes.
Este resultado nos fornece uma forma de analisar a monotonicidade dos zeros dos po-
lindbmios ortogonais classicos utilizando as equagoes hipergeométricas. Sua demonstracao
pode ser encontrada em [2].

Teorema 3.1. (Teorema de Stieltjes) Dada uma fun¢ao y(x,t) solugdo polinomial da
equacgdo diferencial da forma

y' 4+ P(z,t)y + Q(z,t)y = 0.

Seja P(z,t) uma funcdo decrescente de x para cada t. Se P(xz,t) for uma func¢do
diferenciavel decrescente (resp. crescente) de t para cada x, entdo os zeros de y(x,t)
decrescem (resp. crescem) quando t cresce.

Podemos utilizar Teorema de Stieltjes para verificar a monotonicidade dos zeros po-
linébmios ortogonais classicos de Jacobi. Para isso, a equacao diferencial de segunda ordem
definida em (1) deve ser reescrita na seguinte forma

/@) + SN @)+ ) =

) o(z)

com A, = —n7’ — in(n — 1)0”, isto é, as funcdes P(z,t) e Q(z,t) definidas no Teorema
A
de Stieltjes, serao consideradas como sendo P(z,t) = @) e Qz,t)= .
o(x) o(x)

Observe que nao existe nenhuma condigao imposta sobre a funcao Q(z,t), apenas para
a fungao P(z,t). Dai, para os polindémios de Jacobi temos que

T(z) pf—a—Pr—ar—2x

P(z, 0. 8) = o(x) - (1—2)(1+2)
CB+NA-z)—(a+1)(1+2)
(1-2)1+4+2z)

_pB+1 a+1_ﬁ+1+a+1
S l4z l—2 14z z-—1°

Observe que P(z,«, 3) é uma funcao decrescente de x em (—1,1), j& que,

OP(x,a,8) 0O <B+1 a+1> ( B+1 a+1 )
_ 2 S <0,
ox ox

- l+z  x-—1 (It22  (@-17

poisa+1>0e 8+ 1> 0. Note também que P(x,«a, ) é uma funcao diferenciavel e
decrescente de «. De fato, como x < 1, entéo

8P(m,a,ﬁ)_8<6+1+a+1): 1
T

O S da\l+zx x2-1 —1<0'
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Por outro lado, P(z,a, ) é uma fungao diferencidvel e crescente de [ pois como
x > —1, entao

8P(x,a,ﬁ)_8(5+1+a+1>: 1 0.

= >
ap Jda\l+z =z-1 r+1

Denotando os zeros dos polindmios de Jacobi Py p (x), organizados em ordem de-
crescente, por Zn1(a, ), ..., Tpn(a, B), concluimos pelo Teorema de Stieltjes que os zeros
xnj(a, B), j =1,..,n, sdo fungdes decrescente de o e sao funcoes crescentes de 3, para
a, > —1.

3.1 Tlustracao grafica

A Figura 1 apresenta os polinémios de Jacobi de grau 4 para os valores de g = 3,5,7,9
ea=2.
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Figura 1: Polinémios P2*(z), com 8 = 3,5,7,9.

A Figura 2 ilustra o comportamento dos zeros de Py B (z), crescente com relagao a [,
com o = 2.

Figura 2: Monotonicidade dos zeros dos polindémios P42 8 (z)
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4 Conclusoes e consideracoes finais

Nos assuntos abordados neste trabalho, vimos que os polindomios ortogonais classicos
também podem ser apresentados através da teoria de Equagoes Hipergeométrica. Vimos
que as solugoes particulares destas equagoes e suas derivadas satisfazem uma relacao de
ortogonalidade que sdo obtidas através das Equacoes de Pearson e da Formula de Rodri-
gues. Esta abordagem nao é muito utilizada na apresentacao dos polinémios ortogonais
classicos.

Utilizando as propriedades das equacoes hipergeométricas conseguimos caracterizar os
polinémios ortogonais de Jacobi para analisar a monotonicidade de seus zeros utilizando
o Teorema Cléssico de Stieltjes. Este teorema é uma ferramenta muito importante para a
analise da monotonicidade dos zeros dos polinémios ortogonais classicos, nao somente os
de Jacobi visto neste trabalho (Ver [2]).

O estudo da monotonicidade de zeros de polindmios ortogonais é muito utilizado em
aplicagoes tanto na Matemdtica como em outras Ciéncias Aplicadas. Nas referéncias a
seguir pode-se encontrar exemplos das amplas aplicacoes desta teoria. Tais referéncias
também podem servir de apoio para o estudo dos limitantes dos zeros dos polinémios
ortogonais cldssicos que crescem ou decrescem com relagao a algum parametro.

Uma vez que os zeros podem ser crescentes ou decrescentes, podemos verificar até que
certo ponto esses valores crescem ou decrescem. Esta questao foi discutida em [2] e pode
também ser estudada utilizando [4] e [5].
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