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Resumo.

Neste trabalho estudamos as solugoes cldssicas para um sistema parabdlico de equagoes
de reagao-difusao-convecgao, acoplado a um sistema de equagdes diferenciais ordindrias,
com condicoes iniciais e de contorno num dominio limitado. O sistema acoplado modela a
propagacao de uma frente de combustao através de um meio poroso com n camadas paralelas,
onde as varidveis dependentes sao as temperaturas e as concentracoes de combustivel em
cada camada. O modelo é uma generalizagdo do modelo de duas camadas estudado em [6].
Usando o Método Iterativo Monétono, provamos a existéncia e unicidade de solugao global
no tempo para o caso particular, em que as concentracoes de combustivel em cada camada
sao fungoes conhecidas.

Palavras-chave. Combustao, Sistema de reagao-difusao-convecgao, Método iterativo mondétono.

1 Introducao

Solucoes de modelos matematicos para problemas de combustao em meios porosos sao
importantes em varias aplicagoes, por exemplo, no estudo da viabilidade de recuperacao
de petréleo de pogos petroliferos que ja pararam de produzir por processos naturais.

Existe uma vasta literatura sobre problemas de combustao em meios porosos. Quanto
mais realistico é o modelo, maior é o nimero de varidveis e de parametros que devem
ser incluidos no mesmo. Isto dificulta a analise matematica dos modelos. Em geral, os
resultados sao obtidos numericamente, ver por exemplo [3,4].

Mais recentemente, alguns autores na area de Matematica Aplicada vem trabalhando
com modelos de combustao em meios porosos simplificados, de tal modo que sdo passiveis
de serem analisados com as teorias matematicas hoje disponiveis. Como exemplos, ci-
tamos [1,2,5-12]. No presente trabalho, estudamos a existéncia e unicidade de solugao
global no tempo para um problema de valor inicial e de contorno associado a um sistema
de reacao-difusao-conveccao, com n equagoes parabdlicas nao lineares, acoplado com n
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equacoes diferenciais ordindrias. O problema modela a propagacao de uma frente de com-
bustao através de um meio poroso constituido por n camadas paralelas com propriedades
fisicas distintas, como porosidades, capacidades térmicas, condutividades, etc. A reacao
de combustao envolve oxigénio e um sélido combustivel.

Com a hipétese de que as concentragoes de combustivel em cada camada sao fungoes
conhecidas, usamos o Método Iterativo Mondtono a partir de sub e super solugoes [13-15],
para provar a existéncia e unicidade de solucao classica para o problema.

2 O Modelo

Num meio poroso unidimensional [0, ¢] sao consideradas n camadas paralelas. Cada
camada possui uma concentragdo de combustivel inicial. Denotamos por =z € [0,/] a
variavel espacial e por ¢ > 0 a varidvel temporal.

As varidveis dependentes de (z,t) sdo a temperatura u;(z,t) e a concentragao de com-
bustivel y;(z,t), definidas em cada camada i, 1 =1,...,n.

O dominio das fungoes u; e y; é denotado por Q7 = [0, ¢]x[0,T], com T > 0. A temperatura
do meio externo é denotada por ug.

O sistema ¢é formado por n equagoes parabdlicas nao lineares acopladas com n equacoes
diferenciais ordinarias, e é deduzido a partir das leis de conservagao de massa e de energia,
da Lei de Darcy, e de uma versao da Lei de Arrhenius que descreve a taxa de consumo de
combustivel na reacao quimica de combustao.

Nestas condigoes e apds algumas simplificacoes [6], sistema é dado por

((a1 + bryn)ua)e + c1(ur)e = diyrg(ua) + q1(uz — ur) + A (u1)ze — qr(ur — ug),
((ai + biyi)ui)e + ci(ui)e = diyig(us) — qim1(wg — wi—1) + qi(wig1 — u;)
+Ai(wi)gr se 2<i<mn-—1,

((an + bnyn)un)t + Cn(un)m = dnyng(un) - qnfl(un - unfl) + )‘n(un)wﬂc
_@(un - UE)7
(yi)t = —Aiig(ug), i=1,...,n,

(1)

ondet > 0,0 <z </leab;ci,di, Ai, \iyqi, © = 1,...,n, sdo constantes positivas que
dependem de propriedades fisicas do modelo. A funcao ¢ estd relacionada com a funcio
de reagao e é dada por

0, se u <0,

g(u) = { e w, se u>0, 2)

onde F é uma constante positiva.

Dentre as constantes que aparecem no modelo, destacamos a constante ¢;, que denota
o coeficiente de transferéncia de calor entre duas camadas vizinhas. Note que se ¢; = 0, o
sistema seria desacoplado nas variaveis uq, ..., Uy.

Supondo as concentragoes de combustivel conhecidas, podemos reescrever o sistema
(1) da seguinte forma
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( ) a1+b1y1 (ul)x:ﬂ + a1+b1y1 ( ) = fl('? u)a
(ui)t — .:,/.\é - (Uj) g + o +bzyz( ui)e = fi(h, u), 2<i<n—1, (3)
(un)e — %.i\ibnnyn(un)m + m(un)m = fn(., ),

sendo
(b1Arur + di)yrg(ur) Q1 q1
Ji(, u) = + U —uyp) — ——— (U1 — ug),
() ai + b1y ap + blyl( ) a + blyl( )
b; Aju; + d;)yig(u; i
fi(-y u) _ ( i Ajug + z)yzg(uz) i (Uz _ui_1>
ai + by ai + biy;
qi .
+ —(Ujp1 — ), 2<t<n—1c¢e
a; +biyi( i+~ )
(bnAnun + dn)yng(un) dn—1
L U) = - Uy, — Up—
fn( ) apn, + bpYn an + bnyn( " " 1)
q2
- Up — UE),
an + bnyn( " E)
onde “ .7 significa a dependéncia explicita em (z,t) e u = (ui,...,u,). A dependéncia
em (z,t) é porque y; = y;(x,t).
Defina N
. c:
Lo = i . _ v N
i Us @+ bzy,, (Uz):m: a + bzyz (Uz)m
Como @ Ji\l;z e 0, temos que (u;)¢ — Liu; é um operador parabdlico em Q.

O objetivo deste trabalho é estudar as solugoes classicas para o seguinte problema de
valor inicial e de contorno

(ui)t — Liu; = fi(., u), em (0,£) x (0,77,
(ui(z,0), yi(z,0) Za(uw,o(ﬂ?),yi,o(w)) z € 10,4, (4)

Qu; — —
B T VR = te[0,7],

=L

onde u; ¢ sdo fungoes nao-negativas e limitadas em [0,4], i =1,...,ne

(b1A1u1+dl)ylg(ul) + = (ug — uy) — algwl (ug —ug), se i=1,

(b d et gt
; _ i Uq Yig uz di—1 ) . qq . . y
o= (bn A +b1yz) ( _) a;+biy; (wi = ui-1) + a;+biy; (Wir1 —wi), 2<i<n—1,
bn nun+dn YnglUn) dn—1 _ _ q2 _ .
an+bnyn an+bny'n (Un un—l) an+bny'n (Un UE), s 1=mn.

3 Principais resultados

Proposicao 3.1. Seja T > 0. Assuma que a;, b; e A; sao numeros estritamente positivos,
i=1,...,n, eu;o sao fungoes limitadas ndo negativas definidas em [0, f].
Sejam U(x,t) = (0,...,0) e U(z,t) = (¢(t),...,p(t)), onde

t)= (D lluiolloo + B)e™ = 5,
i=1
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com

o = ma Ah Anbn e f = ma & dn
= X [ = X e .
a7 ap Aiby" T Ay,

Entio U é uma subsolucio e U é uma supersolu¢do do problema (4), em [0,4] x [0,T].

Como U > U (coordenada a coordenada), temos que elas estao ordenadas.
Podemos definir o setor

<U,U>={u=(u1,...,un) € (COUQ)") : 0 < u; < p(t)}.

Proposigao 3.2. Se a;, b; > 0 e y; sdo constantes estritamente positivas, entdo a_funcao
de reagio f = (f1,..., fn) do sistema (4) € quase-mondtona nao decrescente em < U, U >.

Proposicao 3.3. Assuma que ai,...,a, e b; sao constantes estritamente positivas e
Y1, - -+, Yn SGO funcoes limitadas nao negativas. Entao,

[f1(w) = f1(0)] < a7 (lyilloo K1 + a1 + 1) Jur — v
+ a;1q1]u2 —v9| + afqu]uE —vgl,

fi(w) = fi(0)] < a7 "(1yilloo K + @ + ie1)|us — vil
+ a;1Qi71|ui71 — 01|

-1 .
+(IZ- qi|ui+1 _’UZ'+1‘, 2 § (3 S n — 1,

|fn(u) - fn(v)| < arizl(HynHooKn + gn—1 +@)\Un - Un’

+ a; g1 |1 — Vp_1| + a; ' Glup — vEl,

onde Kn:Anbn—l—(Anbn|vn|—|—dn)4eE:2, = (Uly...,up) ev=(v1,...,0y) € < ﬁ,ﬁ>.

Seja
al_l(Hyl HooKl + q1 + ﬁ)? 01_1(]17 a;qu’
K = max : (5)
a ([Ynlloo K + -1 + @), a5 dn—1, 4, '@
Defina
Fi(z,tyu, ... up) = Ku; + fi(z, tu, ..., up).
Neste caso, dada uma iteracdo inicial u(® = (ugo), . ,u%o)), a sequéncia {u®} =
{(ugk), .. ,u;’“))}, definida pelo processo iterativo,
k k—1 k—1 k—1
EZUE ):Fz(ug ),,uil_l),u% ))
k
ul( )(a:, 0) = uipo(x)
oul® (6)
3; ‘:DZO =0
oul®
g; |x:€ =0,
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estd bem definida. Note que (6) é um problema linear para cada k.
Fixado um par ordenado de sub e supersolucio (@, %), sejam {u} e {@¥)} sequéncias
de sub e supersolucoes com 1@ =7 e u® =7, definidas pelo processo iterativo

Eiﬂgk) _ Fi(ﬂgk_n (k—1) ﬂglk_n)

k kl’m’ﬂnk_lf k—1
L™ = BV WYy
7 (2,0) = u!” (2,0) = wio(2)
(0 N () B (7)
1 1) =3 7
ou; (F) u; (k)
o lo=0 = gz lo=0 = 0;
81Ti(k) ou; k)
o=t = 55— le=¢ = 0.

Entao pode-se mostrar o seguinte teorema:
Teorema 3.1. Os limites u = (u1,...,un) € u= (uy,...,u,), dados por

lim @' (z,t) = u(x, 1),
k—o0

lim u® (z,t) = u(z, 1),
k—o0

satisfazem a relacdo
u(x,t) <wu(x,t) <u(z,t) <u(z,t), (z,t) € Qr,
e sao solugoes de (4).

Finalmente, usando o Teorema 3.1, obtem-se o resultado principal deste trabalho re-
sumido no seguinte teoremas:

Theorem 3.1. Sejam UeU o par acoplado de solugoes superiores e inferiores do problema
(4). Entio o problema (4) tem uma tinica solugio cldssicau = (u1,...,up) em < U,U > .
Além disso, as sequéncias {u®)} = {ar® ... %"} e {u®} = {u; P, ... 0, P dadas
por (7), convergem monotonicamente para u e satisfazem a relagdo

<u" <y <7 <7 <@ em Q.

4 Conclusoes

Neste trabalho, provamos a existéncia e unicidade de solugao para o problema de com-
bustao num meio poroso com n camadas, para o caso particular onde as concentracoes
de combustivel sao funcoes conhecidas. Infelizmente, o método mondtono de sub e super-
solucoes nao se aplica diretamente para resolver o problema completo, onde as concentraoes
de combustivel também sao incognitas, pois, as equagoes para as concentracoes y; nao sao
do tipo reacao-difusdo. No entanto, acreditamos por investigacGes preliminares, que é
possivel usar a solucao obtida neste trabalho para rosolver o problema completo.
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