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Resumo. Apresentamos conceitos algébricos basicos e fundamentais para o desenvolvimento
tedrico dos pares de Galois e, entao, apresentamos um par de Galois (f,g), em que f e g sdo
definidas entre conjuntos parcialmente ordenados (posets), A; = (21,C) e Az = (Q2, C),

que podem ser definidas utilizando uma aplicagao continua s : (F1,Q1) — (Fa,Qs), em que
(E1,9Q1) e (E9,5) sdo espagos quase topoldgicos.
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1 Introducao

Consideremos que K é um corpo e L é uma extensao de K de dimensao finita. Por
J(K, L), indicamos o conjuntos de todos os corpos intermediarios entre K e L, ordenados
pela inclusao K C L. Agora, consideremos que Gal(K, L) é o grupo de todos os automor-
fismos de L que fixam o corpo K, o grupo de Galois. Seja &(Gal(K, L)) o conjunto de
todos os subgrupos de Gal(K, L), que sao subgrupos normais, ordenados pela inclusao C.
A Teoria de Galois mostra que a cada corpo F' de J(K, L) estd associado um tinico grupo
de S(Gal(K, L)) e que a cada grupo de &(Gal(K, L)) estd associado um tnico corpo de
J(K,L). Cada par (f,g) destas fungoes, com sentidos invertidos, é chamado de conexao
de Galois.

Contudo, os pares de Galois configuram uma generalizagao destas fungoes e tém sido
investigados no contexto das estruturas de ordem. Como o conceito de ordem é usual e
permeia toda a Matemadtica, entdo os pares de Galois podem ser aplicados em variados e
distintos tépicos de Matemaética.
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Assim, apresentamos algumas nogoes algébricas essenciais para o desenvolvimento
tedrico das nogoes sobre pares de Galois.

Na sequéncia, apresentamos as definigoes de pares de Galois e fazemos algumas com-
paracoes entre os conceitos definidos. Para justificarmos importantes propriedades dos
pares de Galois, tomamos um par, as adjuncgoes, e para elas demonstramos varias propri-
edades, as quais podem ser verificadas para os outros pares de Galois.

Por fim, introduzimos um exemplo de adjuncao, que é um particular par de Galois,
obtido através de uma fungédo continua entre espagos quase topolédgicos.

Estes espacos sao contraparte de carater topoldgico para sistemas formais, os quais
compdem um tépico bastante relevante para a area de Matematica Computacional. Fungao
continua entre tais espacos pode ser entendida como uma traducao de um sistema formal
em outro preservando os aspectos essenciais dos sistemas formais, isto é, a manutencao da
validade de suas regras. Associamos o conceito de espaco quase topoldgico com sistema
formal, dedugao com ordem e fun¢ao continua com tradugao.

Nestas notas, destacamos um caso de funcao continua que se caracteriza com uma
adjuncao, um particular par de Galois.

2 Conjuntos Parcialmente Ordenados

Definigao 2.1. Uma relacdo bindria < sobre um conjunto A € uma ordem parcial se €
reflexiva, antissimétrica e transitiva, isto €, valem respectivamente:

(i) para todo a € A, a < a;

(ii) para todos a,b € A, se a <b eb< a, entio a =b;

(iii) para todos a,b,c € A, se a <b e b < ¢, entio a < c.

Definigao 2.2. Um conjunto parcialmente ordenado (poset) é um par (A, <), em que A
€ um conjunto nao vazio e < é uma ordem parcial sobre A.

Definigao 2.3. Se f: (A, <4) — (P, <p) € uma funcao entre dois conjuntos parcialmente
ordenados, entdo:

(i) a fungao f preserva as ordens se, a <5 b= f(a) <p f(b);

(ii) a funcao f inverte as ordens se, a <5 b= f(b) <p f(a).

No contexto da analise, usualmente estas fungoes sao chamadas de crescente e decres-
cente, respectivamente.

Definicao 2.4. Se f: (A, <a) — (A,<4), entio:
(i) a fungdo f € idempotente se fo f = f;
(i) a funcao f € extensiva ou inflaciondria se, para todo a € A, a < f(a);
(iii) a funcao f € deflaciondria se, para todo a € A, f(a) < a.

Uma relagéo de ordem parcial é, muitas vezes, chamada apenas de relagao de ordem.

Exemplos:
(a) A relacao “x é menor ou igual a y” no conjunto dos niimeros reais, denotada por z < y,
é uma ordem.
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(b) Dado um conjunto E, se consideramos o conjunto P(E) de todos os subconjuntos de
E, entdo a relacdo “A é subconjunto de B” é uma relacdo de ordem em P(E). Assim,
(P(E),<) é um poset.

3 Espacos Quase Topolégicos

Apresentamos os espacos quase topoldgicos, damos alguns exemplos e destacamos a
motivagao que originou o conceito.

Veremos uma conexao proxima entre conceitos de carater topoldgicos e outros de mo-
tivacao logica.

Defini¢ao 3.1. Um espago quase topolégico € um par (E,Q) em que E € um conjunto ndao
vazio e o conjunto  C P(E) satisfaz a sequinte condi¢ao: A C Q= U{A;: 4, € A} € Q.

Definicao 3.2. A colecio ) de subconjuntos de E € denominada quase topologia e cada
membro de Q0 é um congunto aberto de (E, ().

A condigao que define uma quase topologia diz que uma uniao qualquer de conjuntos
abertos é um conjunto aberto de (E, ).

Esta condicao também vale para os espagos topolédgicos, porém acrescida de outras
condigoes. Por isso, cada espago topoldgico é um espaco quase topoldgico e, nesse sentido,
temos uma generalizagao do conceito de espago topoldgico.

Definicao 3.3. Um conjunto F C E ¢ fechado em (E,Q) quando o seu complemento
relativo a E, que ¢ denotado por FC, é aberto em (E, ).

Proposigao 3.1. O conjunto () é aberto em todo espago quase topoldgico (E,Q).
Demonstragao: Basta observarmos que ) C Q e, assim, U) = ) € Q.
Corolario 3.1. O dominio E € fechado em todo espago quase topoldgico (E,€Q).

Proposicao 3.2. Toda intersec¢ao de conjuntos fechados de (E,Q) é conjunto fechado de
(E,9Q).

Definigao 3.4. Se A C E, entao o interior de A em (E,Q) é o conjunto:
A=y UH{XCFE: XCAe X €O}
O fecho de A em (E,Q) € o conjunto:
A =4 n{X:ACXeX%cql
Proposicao 3.3. Se A C E, entdo A é fechado e A ¢ aberto em (E,Q).
Proposu;ao 3.4. Se (E,Q) é um espaco quase topoldgico, entao para todos A, B C E:

()ACACA
(i) A C A;
(iii) A C A;

(iv) ECE;

(v) ACB= AC B;
(vij ACB=ACB
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Uma outra nocao fundamental no estudo dos espagos topoldgicos é a de fungao continua.
Teremos aqui uma definicao correspondente.

Para sermos rigorosos, para espacos quase topoldgicos, seria interessante termos um
nome especifico para a nogao de continuidade aqui contextualizada, que poderia ser “fungoes
quase continuas” por exemplo. Mas, para facilitar a notagéo e deixar o texto “menos car-
regado” utilizaremos simplesmente o nome de fungoes continuas.

Definigao 3.5. Dados os espagos quase topoldgicos (E1,1) e (Ea,Q2), entao uma fungao
f o (E,Q) — (E2,Q2) € continua se, para todo elemento B € o tem-se que
f_l(B) €.

A nogao de continuidade serd importante na identificagao de pares de Galois em espagos
quase topoldgicos.

4 Pares de Galois

Conexao de Galois é um par de funcoes definidas entre duas estruturas de ordem,
com sentidos inversos, motivadas pelas fungoes da Teoria de Galois. O entendimento das
conexoes originais permitiram a ampliacdo do contexto de modo a caminharmos para os
pares de Galois.

Quando olhamos para a definicao de conexao de Galois, podemos fazer quatro per-
mutacoes simples, o que nos gera outros pares de fungoes, que mantém alguma semelhanga
com a definicao de conexao.

Apresentamos cada uma destas variagoes que dao origem a distintos pares de fungoes,
as quais chamamos no coletivo de pares de Galois.

Definigcao 4.1. Se (A,<4) e (P,<p) sdo conjuntos parcialmente ordenados, a € A e
p € P sao elementos quaisquer e f: A— P eg: P — A sao funcdes, entdo:

(i) o par (f,g) € uma conexao de Galois se: a <4 g(p) < p <p f(a);

(ii) o par (f,g)? é uma conexdo dual de Galois se: g(p) <a a <= f(a) <p p;

(iii) o par [f,g] € uma adjuncao se: a <4 g(p) <= f(a) <pp;

(iv) o par [f,g]? € uma adjuncdo dual se: g(p) <aa < p <p f(a).

O nome adjungao vem da teria das categorias. Em muitos textos sobre o tema, o par
[f,g] também é chamado de residuado.

Se (A, <4) é um conjunto parcialmente ordenado, entdo denotaremos a ordem inversa
de <4 por <% e, desse modo, (A4, <7) = (A, (<4)™1). Assim, a <4 b b <V a.

Desta definicao decorre o seguinte.

Sejam (A, <4) e (P, <p) conjuntos parcialmente ordenadose f: A - Peg: P - A
funcgoes:

(i) Se (f,g) é uma conexao de Galois, entao (g, f) também é uma conexao de Galois.

(ii) Se (f,g)% é uma conexdo dual de Galois, entdo (g, f)? também é uma conexao dual
de Galois.

(iii) Se [f, g] é uma adjuncdo, entdo [g, f]¢ é uma adjuncao dual.
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(iv) Se [f, g]? é uma adjuncdo dual, entdo [g, f] é uma adjuncio.

Se (f,g) ¢ uma conexao de Galois para (A, <4) e (P,<p), entao:
(i) (f,9)? é uma conexao dual de Galois para (A, <° ) (P, <P).
(ii) [f,g] é uma adjuncao para (A, <4) e (P, <%).
(iii) [f, g]? ¢ uma adjuncdo dual para (4,<%) e (P,<p).

A seguir, destacamos as adjungoes como um caso de par de Galois. Demonstramos
alguns resultados sobre as adjungoes. Com as devidas particularidades, resultados seme-
lhantes sao aplicados aos demais pares de Galois.

A proposicao seguinte nos da condigoes para termos uma adjuncao.

Proposicao 4.1. Sejam (A, <4) e (P,<p) duas ordens parciais, f: A— P eg: P — A
fungées, a,b € A e p,q € P. Entao o par (f,g) € uma adjuncdo se, e somente se, valem
as condicoes:

(i) a < g(f(a))

(i) f(g(p)) <p

(ili) @ < b= f(a) < f(b)

(iv) p<q=g(p) < 9(a)-
Demonstracao: (=) (i) Como f(a) < f(a) e [f,g] é uma adjungao, entio f(a) <
fla) = a <g(f(a)). Logo, a < g(f(a)).

(it) Como g(p) < g(p) e [f,g] € uma adjungdo, entio g(p) < g(p) < f(g9(p)) < p.
Logo, f(g(p)) < p-

(iii) Seja a < b. Por (i), b < g(f(b)) e, entao, a < g(f(b)). Desde que [f,g] é uma
adjungao, entao a < g(f(b)) < f(a) < f(b). Logo, f(a) < f(b)

(iv) Seja p < q. Por (ii), f(g(p)) < p e, entio, f(g(p)) <
adjungao, entdo f(g(p)) < q < g(p) < g(q). Logo, g(p) < g(q).

q. Desde que [f,g] é uma

(<) Ida: a < g(p) = f(a) < f(g(p)) = fla) < p; Volta: f(a) < p = g(f(a)) <
9(p) = a < g(p).

Temos entao outra maneira de definirmos uma adjungao. O par [f, g] é uma adjungao
se as fungoes f e g preservam as ordens e as compostas go f e f o g sdo, respectivamente,
inflaciondria e deflaciondria.

Exemplo

Dados dois conjuntos E e F', seja R uma relagdo de £ em F, isto é, R C E x F' e
consideremos entao as seguintes relagoes de ordem (P(E),C) e (P(F), Q).

Agora, definamos as seguintes funcdes: f : P(E) — P(F) dada por Af = {y € F :
(Jz € A)(zRy)}; e g: P(F) — P(E) dada por BY = {x € E: (Vy)(xRy — y € B)}.

Mostraremos que [f, g] é uma adjungao. Para tanto, devemos observar que (i) A; C
Ay = A{ C Ag; (ii) B1 € By = B{ C BY; (iii) (BY)/ C B ; (iv) A C (A/)9, conforme
Proposicao 4.1.

DOI: 10.5540/03.2020.007.01.0415 010415-5 © 2020 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2020.007.01.0415

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 7, n. 1, 2020.

(i) Consideremos que A; C As. Se y € A{, entao (Jz € A1)(zRy). Da hipétese, temos
que (Jz € As)(zRy) e, portanto, y € Ag. Logo A{ C Ag.

(ii) Consideremos que By C By. Se z € BY, entao (Vy)(zRy — y € By). Da hipétese,
temos que (Vy)(zRy — y € Ba) e, portanto, z € Bj. Logo B C Bj.

(iii) Se y € (BY)/, entao existe x € BY tal que xRy. Agora, se zRy e x € BY, entdo
y € B. Logo, (B9)f C B.

(iv) Suponhamos que A ¢ (A7)9. Entdo existe » € A tal que = ¢ (A)9. Dai, ndo é
o caso que (Vy)(zRy — y € Af). Logo, existe y tal que xRy e y ¢ Af. Se y ¢ Af, entdo
nao é o caso que existe = tal que xRy, o que contradiz a afirmacao acima.

5 Um exemplo de adjuncao advindo de espacos quase to-
polégicos

De posse de todos os conceitos que antecedem esta secao poderemos agora identificar,
a partir desses elementos, um par de Galois, mais precisamente uma adjuncao.
A definicao de tal par é sobre espacos quase topoldgicos.

Consideremos inicialmente dois espagos quase topolégicos (E1, 1), (Ea,Q2) e uma
funcao s : (E1,Q1) — (E2,$2) que seja continua e injetiva.

A partir da fungao continua s e dos conjuntos parcialmente ordenados (2, C) e (22, C)
definiremos, de uma maneira bastante especifica e conveniente, duas novasofun(;ées, a saber,
g:(Q1,C) — (29,9) tal que, para todo A € Q;, tenhamos g(A) = S/(Z) = interior de
s(A) e f:(Q2,C) — (1, C) tal que, para todo P € Qo tenhamos f(P) = s~ !(P).

Teorema 5.1. Com as consideragoes acima temos que o par [f,g] é uma adjuncado.

Demonstracao: Mostraremos que sao vdlidas as quatro condi¢ées apresentadas na Pro-
posicdo 4.1, que caracterizam [f, g] como uma adjungdo (um par de Galois).
Sejam entdo A,B € Q1 e P,Q € Qg elementos arbitrdrios.

(i) 9(f(P)) = g(s7(P)) = s(s7H(P))= P = P. Logo, P C g(f(P)).
)

(ii) f(g(A)) = s71(g(A)) = s~ (/(\) Cs™ (( )) = A, posto que s € injetiva.
(iii) se P C @, entaos_( ) Cs7HQ ) e, ,f( ) C f(Q).

(iv) se A C B, entio s(A) C s(B) e s(A) C s(B). Portanto, g(A) C g(B).

6 Conclusoes

O conceito de conexao de Galois surge dos desenvolvimentos originais de Galois, que
para resolver problema de decisao sobre uma equacao algébrica sobre um corpo, via uma
funcao, conseguiu tratar do problema, com solugao possivel, num grupo soluvel. Outra
funcao com sentido inverso, retornou a solugéo obtida no grupo mais uma vez para o corpo
em que estava o problema original.
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Esta é uma técnica recorrente na Matematica, usamos uma fungao, que pode ser de-
nominada de reducao, para transpor um problema de um ambiente em que a solugao nao
é facil, ou pelo menos nao é conhecida, para outro em que a solugao é possivel e tratavel.
Naturalmente, precisamos retornar ao ambiente original para a solucao do problema dado.

A partir do contexto inicial, algebristas generalizaram o conceito de conexdo de Galois
para funcOes entre estruturas de ordem, como apresentado nestas notas.

Neste contexto estendido e algébrico pudemos ampliar as conexoes de Galois para os pa-
res de Galois. Entao, temos reconhecido muitos pares de Galois na literatura matematica.
Aqui mostramos mais um.
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