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Resumo. Neste trabalho realizamos um estudo comparativo do uso de trés métodos de in-
feréncia Bayesiana em modelos mateméticos estocasticos. Consideramos que nao dispomos
de funcao de verossimilhanga, de modo que a calibracao é realizada tendo como base a abor-
dagem bayesiana aproximada. Utilizamos dois métodos classicos de computacao bayesiana
aproximada (ABC), o ABC Rejeigao e o ABC Monte Carlo Sequencial, e um terceiro método
que propde o uso conjunto de um metamodelo com o ABC, requerendo um nimero limitado
de simulagées, denominado AABC. Os métodos foram utilizados para a resolugdo de dois
problemas inversos simples, um deles tendo solugao exata. Apesar de sensiveis a escolha dos
parametros, todos os trés métodos se mostraram adequados, com o AABC apresentando
potencial destaque na redugao do custo computacional.

Palavras-chave. Problema Inverso, Modelo Matematico Estocédstico, Computacao Bayesi-
ana Aproximada.

1 Introducao

O principal objetivo de modelos matematicos e computacionais é prever o valor de
uma (ou mais) quantidade de interesse, que eventualmente sera utilizada para uma deter-
minada tomada de decisao. Neste contexto, a presenca de incertezas em vérios niveis na
modelagem e simulagdo coloca em questao a confiabilidade da predigao. E primordial que
a calibracao dos parametros do modelo leve em consideragao tanto incertezas na mode-
lagem quanto nos dados. Estes ingredientes sao implicitamente considerados no processo
de calibracao via inferéncia bayesiana, foco deste trabalho. Especificamente, na inferéncia
Bayesiana desejamos estimar os valores dos parametros § € © associados ao modelo M,
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tal que as saidas/respostas (Qol) do modelo y € J melhor se ajustem aos valores experi-
mentais y, € Y. Como M é estocdstico, dado um €', sua execugao repetida fornece uma
gama de possiveis Qols. Para denotar que y é gerado simulando o modelo para um dado ¢’,

escrevemos y '~ m(y|6’), em que 7(y|6’) representa o simulador. Assumindo que o conheci-
mento inicial sobre os parametros é expresso pela distribuicao a priori w(6) e que a fungao
de verossimilhanca p(y,|0) é conhecida, a atualiza¢ao do conhecimento sobre os parametros
é feita através do teorema de Bayes 7(0|y,) o p(yo|0)7(0). A ideia bésica deste teorema
é que, apds observar y,, o conhecimento sobre # aumenta, e é expresso pela distribuicao
de probabilidade a posteriori w(0|y,). A determinacao analitica de m(f|y,) é restrita a
casos de limitado interesse pratico. A resolugao numérica pode ser feita facilmente usando
métodos de amostragem do tipo Monte Carlo. Além de serem computacionalmente in-
tensivos, estes métodos requerem o conhecimento explicito da fungéao de verossimilhanga
(p(yo]0)), 0 que nem sempre é possivel, seja por nao se conhecer de fato a relagao entre
Yo € O ou por ser intratdvel na préatica por relacionar numero grande de amostras e/ou
parametros ou por complexidade funcional [4]. Nestas situagoes, a computagao bayesiana
aproximada (ABC - Approzimate Bayesian Computation) tem se tornado uma alterna-
tiva atrativa por ser um método “livre de funcao de verossimilhanca”. Esta abordagem
aplicada a modelos de natureza estocastica é o foco deste trabalho, conforme detalhado a
seguir.

2 Computacao Bayesiana Aproximada

O ABC é uma técnica de inferéncia Bayesiana sem a construgdo explicita da fungao
de verossimilhanca [1]. Esta abordagem tem se tornado bastante popular, e vem sendo
aplicada em problemas inversos de diversas areas do conhecimento [6]. A ideia basica do
ABC consiste em considerar uma versao aumentada da distribuicao a posteriori: ao invés
de 7(0|yo) x p(yo|0)m(0), usamos simulagoes do modelo para obter a forma:

(0, ylyo) x p(yoly, 0)m (y|0)m(6). (1)

A funcao peso p(yo|y, #) é uma medida da similaridade entre o valor simulado y e o obser-
vado y,. Quando y = Yo, P(Yo|yo, ) é uma constante positiva de modo que (0, yo|y,) x
p(yo|0)m(0). Uma aproximagao para a distribuigdo de interesse é obtida calculando a
marginal integrando em ), isto é,

rasc(0lyo) o (0) / P(yoly, 0)m(y]0) e (2)

Assim, mapc(0|yo) representa a distribuigao %L]postem‘om' 7(0|yo) quando p(y,|y, @) for um
ponto de massa em y = y, e se anular para qualquer outro valor em ). A probabilidade dos
dados simulados serem semelhantes aos observados é, em geral, muito pequena, resultando
em taxas de aceitagao proibitivamente baixas. Tal condigao pode ser relaxada definindo-
se uma apropriada funcao distancia (por exemplo, a Euclidiana) entre o simulado e o
observado, d(y,,y), a qual deve ser menor que um certo limiar € > 0 pré-definido, de modo
a aceitar amostras tais que y =~ y,. Neste caso, passamos a obter uma aproximagao para
mac(0]yo) que estd condicionada ao evento d(y,,y) < e. Uma outra estratégia é utilizar a
comparacao com os dados observados usando estatisticas resumidas. Neste caso, define-se

DOI: 10.5540/03.2020.007.01.0448 010448-2 © 2020 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2020.007.01.0448

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 7, n. 1, 2020.

um vetor S(-) de estatisticas resumidas de dimensao menor que a dos valores observados
Yo Se S(-) for uma estatistica altamente informativa ou suficiente, entao 7(0|s,) =~ 7(6|y,)
ou m(0s,) = m(0|y,), respectivamente, em que s, = S(y,). Usando uma funcao kernel de
suavizacao K, é comum utilizar duas aproximagoes para p(y,|y, €), a saber:

plonkro0) = 1 (D)) el = 1k (T2

Observe que lir% Pe(Yoly,0) é um ponto de massa em y,. K e e devem ser escolhidos de
e—

modo que (3) e (4) ponderem mais as regices de )) em que os dados gerados pelo modelo
sao mais similares aos observados (y =~ y, ou s = S(y) =~ S(y,)), respectivamente. Por
outro lado, usar S(-) é vantajoso quando a dimensao dos dados é grande ou quando os
dados estao incompletos. Além disso, os eventos S(y) ~ S(y,) sao significativamente mais
provaveis que os y & ¥,, melhorando a eficiéncia computacional do método (aumenta a
taxa de aceitagao). Substituindo as defini¢oes (3) e (4) em (1) obtemos, respectivamente,

.ot o (D ) aloo) ) e wbln) ok (100

6 )atione). ©
Dentre as fungoes kernel mais comuns destacamos a uniforme, a triangular, a gaussiana e
a de Epanechnikov, dentre outras [6]. Diferengas significativas aparecem apenas quando €
é grande. Quando este limiar é suficientemente pequeno, as aproximagoes convergem para
a distribuicao alvo. O kernel de densidade uniforme é usado mais frequentemente e é o
adotado neste trabalho. Nele, considera-se que y (ou S(y)) estd uniformemente distribuido
em uma esfera de raio € centrada em y, (ou S(y,)), como expresso por:

pe(yoly.0) = { L dlyo,y) < € ; ™)

0, caso contrario.

A base conceitual dos métodos ABC [8] é sumarizada pelo método ABC-Rejeigao
apresentado no Algoritmo 1, no qual d(y,,y) foi utilizada como medida de distancia.
A taxa de aceitacao usando
o algoritmo ABC-Rejeicao

Algoritmo 1: ABC-Rejeicao

é em geral muito baixa. for i =1 to M do

A escolha do limiar de repeat ;

aceitacio e influencia di- gere amostras 0* a partir de 7(0) ;

retamente a precisio e a gere amostras y* a partir do simulador 7(y|6*) ;
eficiéncia do método. Se uptil d(Yo, y*) < €

e = 0, a taxa de aceitagao é 00 « 6~ ;

computacionalmente proi- end

bitiva. Aumentando este
limiar, a taxa de aceitacao aumenta, resultando em distribuicoes a posteriori mais “largas”
que a real, podendo ocorrer distor¢oes inaceitdveis. Note também que a escolha da(s) es-
tatistica(s) resumida(s) também é uma tarefa delicada pois ela deve capturar ou sintetizar
apropriadamente as informagoes sobre os parametros.

Em linhas gerais, muitos trabalhos tém sido desenvolvidos objetivando o desenvolvi-
mento de algoritmos de amostragem mais eficientes para o célculo de mapc(0|y,) € que ao
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mesmo tempo reduzam sua dependéncia com €. A seguir descrevemos um método ABC
bastante popular, o ABC Monte Carlo Sequencial [7]. Descrevemos também o método
desenvolvido em [2], que é uma aproximagao para a computacao Bayesiana aproximada.

2.1 ABC Monte Carlo sequencial (ABC-SMC)

O método SMC, também denominado filtro de particulas, é baseado no conceito geral
de amostragem por importancia e reamostragem [5]. Partindo de uma populagao inicial
para os parametros, esta populacao é propagada, sao obtidas distribuicoes intermediarias
até que se obtenha uma que represente a distribuicao a posteriori desejada. Isto é reali-
zado atendendo a limiares de aceitacao de valores decrescentes €1 > €3 > ... > e > 0.
A propagagao das amostras é feita basicamente através de trés processos: (i) mutacao,
usando um kernel de transigao; (ii) correcao, avaliando pesos associados & amostragem
por importéancia; e (iii) sele¢ao, considerando reamostragem para reduzir a variabilidade
dos pesos por importancia.

No primeiro passo do ABC-SMC, considera-se uma populagdo inicial com amostras
{951),952),...,051\7)} geradas da distribuicdo a priori 71(f) usando o algoritmo ABC-
Rejeicao usual, de modo que, com y ~ 7r(y|9§l)), obtém-se d(yo,y) < €1. Nos ¢ passos
seguintes, t = 2,...,T, sao geradas novas populagoes usando fungoes de transicao K; tais
que 9?) ~ K(0|6%), com 6* escolhido aleatoriamente dentre os Hgi_)l com probabilidade
w! 4 [3]. Deste modo, em cada passo sdo obtidas distribuicdes m;(6) com d(yo,y) < e,

para y ~ w(y\ﬁl@), até atingir a precisao desejada no passo T' (a distribuigao alvo 7p).

2.2 Aproximagao da Computacao Bayesiana Aproximada (AABC)

O método AABC foi desenvolvido em [2] para problemas em que uma rodada do
simulador computacional de interesse implica em um custo computacional relativamente
grande. A ideia bésica é obter e utilizar apenas um certo nimero de simulacGes a priori.
Em um tipico algoritmo ABC, a distribuicao a posteriori mapc que deseja-se estimar é
obtida apds realizar um numero grande de iteragoes M do método, de modo que desse
numero sao selecionadas apenas as amostras para as quais a distancia entre o simulado
e observado é menor ou igual & uma tolerancia e. O método AABC permite obter uma
estimativa maapc para wapc utilizando m iteragoes, com m << M. O método AABC
pode ser resumido basicamente em trés etapas:

1. Amostragem de um nimero limitado de realizagdes (m) da distribuicao a priori dos
parametros e as respectivas amostras dos dados via o simulador.

2. Amostragem de um novo valor do parametro * da distribuicdo a priori e calculo
dos pesos associados usando o kernel de Epanechnikov; selecao de um conjunto com
k elementos que tenham peso nao nulos. Geracao de uma amostra da distribuigao
de Dirichlet parametrizada pelos pesos.

3. Comparacao das estatisticas resumidas dos dados simulados com as dos dados ob-
servados, aceitando-se ou rejeitando o valor do parametro 6*.
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3 Resultados

Nos exemplos 1 e 2 a seguir as populacoes finais apresentam 1000 e 3000 amostras, res-
pectivamente. No ABC-SMC utilizamos 3 populagoes intermedidrias e kernel de transicao
gaussiano com desvio Tgpe.

3.1 Exemplo 1: distribuicao a posteriori conhecida

O exemplo proposto em [7] consiste em determinar a distribuigao a posteriori da média
associada & observagao yp = 0 partindo de uma distribui¢ao a priori w(0) = U(—10, 10)
com
, com probabilidade 0.5;

TIED
i=1
|1/, com probabilidade 0.5;

A distribuigao a posteriori exata é dada por 7(6]y,) = 0.5N(0,0.01)+0.5A(0,1). A Tabela
1 apresenta as distribuicoes a posteriori obtidas para cada método usando € = 0,025,
€sme = {2,0;0,5;0,025}, €gape = 0,025, 0gme = 1,0 e k = 20. Todos eles foram capazes de
obter boas aproximagcoes para a distribuicao alvo, com os respectivos valores mais provaveis
bastante proximos. Entretanto, o custo de solugao com o ABC-Rejeicao é quase 400 vezes
maior que o com o AABC, enquanto que com o ABC-SMC quase 80 vezes superior (ver
nimeros das simulagoes entre parénteses).

d(y, yo) = com x; ~N(6,1). (8)

Tabela 1: Comparagao das distribui¢oes a posteriori obtidas para cada método com a exata
(em vermelho). As quantidades de simulagdes executadas e os valores mais provaveis estao
indicados em parénteses e abaixo dos graficos, respectivamente.

ABC-Rejeigio (396173) ABC-SMC (77142) AABC (1000)

25 3 25

Frequéncia
Frequéncia
o
Frequéncia

0 0 i *AF 0

Parametro 6 Parametro 6 Parametro 6

—1,2176 x 1074 5,2056 x 10~4 7,02 x 10~*

3.2 Exemplo 2: Modelo de Verhulst estocastico

A dindmica representada na Figura 1, referente ao crescimento in wvitro de células
SUM-149PT (cancer de mama triplo-negativo), pode ser modelada por:

dC C C
w = (%) (o) 0

Clte) = C
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Com C representando a densidade de células cancerosas, a condicdo inicial C, a taxa de
crescimento r e a capacidade suporte x sao calibradas usando os dados ilustrados na Figura
1 e as seguintes distribuicdes a priori: C ~ U(2500,5000), r ~ U(3 x 1072,5 x 1072),
e n ~ U(3,3 x 10% 3,65 x 10*) (em unidades apropriadas). Utilizamos 10 réplicas do
modelo para um dado conjunto de parametro e usamos a média da resposta do modelo
como estatistica resumida. Desse modo, é possivel comparar os dados simulados com os
experimentais através da distancia d(S(C;),S(C,)),i = 1,...,10. Utilizamos ¢ = 1587,
€sme = {5000; 3000; 1587}, €gape = 5000, ogme = {250;0,002;350} e k = 20.

Na Tabela 2 apresentamos as

4.0x10*

distribuicoes a posteriori margi- ssiot | { { | { [
nais obtidas com cada método. As .l I } |
distribuigoes sao qualitativamente 8 300 { }

similares e a ordem de grandeza 8 250" |

dos valores mais provaveis dos é 20x10" | }

parametros é a mesma. Com 3000 S 150t |

amostras aceitas em todas as po- 1.0x10% | i

pulacoes finais, o custo associado 50x10° | | | | | | |
ao AABC é significativamente me- 0 50 100 150 200 250 300

Tempo (Horas)
Figura 1: Crescimento in wvitro da linhagem celular
SUM-149PT.

nor que o dos demais métodos.

4 Conclusoes

A ABC permite realizar a inferéncia bayesiana sem o conhecimento explicito da fungao
de verossimilhanca. Neste trabalho realizamos um estudo utilizando dois métodos classicos
(ABC-Rejeicao e ABC-SMC) e um metamodelo com o ABC (AABC). Para os dois exem-
plos apresentados aqui, todos os métodos conduziram a resultados satisfatérios. O método
AABC obteve a distribuigdo alvo com um ntimero significativamente menor de execugoes
do que os outros métodos. Esta é uma propriedade intrinseca deste método, construido
a partir de um metamodelo definido por um nimero limitado de simulagoes do modelo
original. Seu uso pode ser potencializado através do aprimoramento do metamodelo, foco
da pesquisa em andamento.
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Tabela 2: Distribuicoes a posteriori marginais de cada parametro obtidas para cada
método. As quantidades de simulagbes executadas estdo indicadas em parénteses e os
valores mais provaveis estao indicados em colchetes na ordem C,r e k (em unidades apro-

priadas).
0.001 ey 0.0012 0.001 Cy
0.0009 0.0009
0.0008 0.001 0.0008
0.0007 - 0.0008 0.0007
£ 00008 g $ 0.0008
2 2 2
§ 00005 $  0.0006 $  0.0005
g g g
£ 0.0004 2 £ 0.0004
0.0003 0.0004 0.0003
0.0002 0.0002 0.0002
0.0001 0.0001
0 ol— o L—
320 340 360 3.80 4.00 420 4.40 460 4.80 500 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50
Parametro C (x10°) Parametro C (x10%) Parametro C (x10°)
00016 ey 0.0016
0.0014 0.0014 J
00012 0.0012
s 0001 & 0001 =
2 2 2
§  0.0008 € 0.0008 g
& s S
e e e
& 0.0006 & 0.0006 s
0.0004 0.0004
00002 0.0002
ol = 0
3.00 3.20 3.40 3.60 3.80 4.00 4.20 4.40 4.60 4.80 5.00 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50 3.0 35 40 45 50
Parameter r (x 1079) Parametro r (x1072) Parametro r (x107%)
00009 0.0009 r 0.0008
0.0008 0.0008 i 0.0007
]
0.0007 . 0.0007 i 0.0006 |
. 0.0006 s 0.0006 & 0.0005 |
2 00005 2 0.0005 2
- g S 0.0004
g 00004 g 00004 g
“ 00003 “ 00003 & 00003 |
L 1
00002 0.0002 0.0002
0.0001 0.0001 0.0001
0 0 pw— 0
330 335 340 345 350 355 360 365 330 335 340 345 350 355 360 3.65 330 335 340 345 350 355 360 365
Parameter  (x 10%) Parametro k (x10%) Parametro « (x10%)
[4092; 0, 039; 34625] [4153;0,041; 35129] [3776; 0, 0369; 33716]
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