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Resumo. Problemas inversos de reconstrucao de fontes apresentam grande potencial para
aplicacoes de interesse da engenharia, como na identificagao de fontes poluidoras, e da me-
dicina, como na eletroencefalografia, para citar dois importantes exemplos. Do ponto de
vista matemaético, a identificacdo de uma fonte concentrada (intensidade e localizagao) cor-
responde a identificagdo do centroide (localizacdo) e do tamanho (intensidade) de uma fonte
distribuida. Por outro lado, do ponto de vista numérico, observa-se que o uso de métodos de
discretizagao de dominio estd intrinsecamente associado a introdugao de ruidos numéricos
nos algoritmos de reconstrugao de fontes concentradas, o que é fortemente desaconselhavel,
uma vez que problemas inversos sao reconhecidamente mal postos. O objetivo deste traba-
lho é explorar numericamente, no contexto de um problema de Poisson, um novo algoritmo
de reconstrucao baseado no método das soluces fundamentais, onde a fonte concentrada
pode ser adequadamente representada por um ponto no interior do dominio. O problema
inverso é entao reformulado como um problema de otimizacao que é resolvido através de
um algoritmo genético. Finalmente, a acuracia do algoritmo proposto é ilustrada através de
alguns experimentos numéricos realizados para o caso bidimensional.
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1 Introducao

Problemas Inversos de identificagdo de fontes apresentam diversas aplicages de in-
teresse da engenharia e medicina, como em ensaios nao destrutivos ou na detecgao de
tumores, por exemplo [7,10]. Diversos trabalhos da literatura partem de um chute inicial
para a reconstrucao de uma fonte representada por uma fungao caracteristica. O objetivo
deste trabalho é propor um algoritmo para a reconstrucao do centroide e do tamanho de
uma fonte distribuida, isto é, para a reconstrugao de uma fonte pontual, localizada no
interior do dominio e de intensidade proporcional a fonte distribuida, a partir de medigoes
realizadas na fronteira. Mais especificamente, uma metodologia para a escolha do chute
inicial (centroide e tamanho) em algoritmos de reconstrucao de fontes é proposta. Em
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particular, o método das solugbes fundamentais (method of fundamental solutions - MFS)
para a solucao do problema direto é adotado e utiliza-se um algoritmo genético (genetic
algorithm - GA) para a minimizagao da fungao custo eleita para se abordar o problema
inverso como um problema de otimizacao.

Este artigo é organizado do seguinte modo: na secao 2 é apresentada a formulacao
matematica do problema, na secao seguinte (segao 3) apresenta-se o método das solugoes
fundamentais no contexto do problema sob andlise, na secao 4 algumas ideias de inspiragao
para os algoritmos genéticos sdo exploradas. A secao 5 é destinada a apresentagao dos
experimentos numéricos e, finalmente, na secao 6 apresentam-se as conclusoes do presente
estudo.

2 Formulacao do Problema

Seja © C R?, um dominio representado por um conjunto aberto, limitado, simples-
mente conexo e com fronteira suave (92 C C?). Denota-se por b;(c;, 65, ) a fonte de inten-
sidade «; concentrada no ponto z; € €2, onde 0., = d(z — z;) representa a funcao delta de
Dirac. Considerando-se um problema modelado pela equacao de Poisson, o problema in-
verso sob investigagao é a reconstrugao de uma fonte pontual (intensidade e localizagao) a
partir de medigdes realizadas na fronteira 9€2. Em particular, tem-se o seguinte problema

sobre determinado:

—Au = b em
u = u* em O0Q , (1)

—Opu = q° em 0N
onde b* = b(af, (5;,;1,*). Mais especificamente, o problema inverso é a reconstrucao da inten-
sidade o] e da localizacao da fonte z} tomando-se uma condigao de contorno como dado
e a outra como a leitura correspondente. No presente trabalho, em particular, o dado é a
condicao de contorno de Dirichlet u*|5, € ¢*|5 ¢ a da medida correspondente.
Como o problema inverso (1) é mal posto, adota-se a estratégia usual de reformulé-lo como
um problema de otimizagao. Mais precisamente, considera-se a minimizagao da seguinte
funcao custo:

Flu) = /(9 4" = dyu)as. @)

onde u satisfaz o problema (3)

—Au = by em K
{ u = u* em 00 (3)

para um chute inicial by dado por:

bo == Oéo(S(ZL‘ — l’o). (4)

Finalmente, para resolver o problema inverso, aplica-se um algoritmo genético com o
objetivo de minimizar a fungao custo (2).
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Além das vantagens dos métodos sem malha sobre os métodos de discretizagdo de
dominio, como a facilidade de implementacao em qualquer dimensao e o baixo custo com-
putacional, por exemplo, é importante ressaltar que o uso do método das solugoes funda-
mentais no presente contexto permite uma representacao adequada da fonte concentrada
por um ponto fonte do MFS. Desde que este ponto seja alocado no interior do dominio,
ao contrario da prdxis da metodologia, como sera esclarecido na préxima segao.

3 O Método das Solucoes Fundamentais

O método das solugoes fundamentais, introduzido por Kupradze and Aleksidze [9] em
1964, é um método sem malha que tem recebido grande atencao da comunidade cientifica
nos ultimos anos, sobretudo em algoritmos de reconstrucao, onde a dependéncia com
a discretizacdo pode gerar resultados artificialmente precisos [2]. Além disso, o MFS
destaca-se pela facilidade de implementagao, velocidade de computagao, baixa necessidade
de armazenamento e convergéncia exponencial [1,4,9]. Assim, no contexto de problemas
inversos, onde frequentemente utiliza-se algoritmos iterativos e o problema direto associado
precisa ser resolvido muitas vezes, essas vantagens sao amplificadas.

Levando-se em conta o problema (3) e a definicdo de solu¢ao fundamental, pode-se
inferir que a identificacdo de uma fonte concentrada b; é o mesmo que identificar um
ponto fonte do MFS localizado em ¢ = z; € 2 e com intensidade «;, sendo o problema
de Poisson, portanto, resolvido através da equacao de Laplace, exceto nos pontos onde
existirem fontes concentradas. A solucido fundamental, no caso bidimensional, é dada por:

1
Gllz = &ll) = =5 log |z — €], (5)

e a solucao do MFS é dada pela combinagao linear
M .
u(z) =Y a;j(G(||lz = &) + ao(G(lz — x0]))), para =z €QUOIL, (6)
j=1

onde ¢/ sdo os pontos fontes (singularidades) alocados em uma pseudo-fronteira fora do
dominio €2 e zg é alocado no interior do dominio, para a representacao da fonte pontual
(veja a Fig. 1). Para a determinagdo dos coeficientes a;, ou seja, para a solucdo do
problema direto (3), basta impor a condi¢ao de contorno

M+1

u (z) = Y aj(G(||la — €))), para z, €09, 1=1M, (7)
j=1

onde z; sdo denominados pontos de colocagdo (para simplificar a notagdo, denota-se
are1 = o e ML = x0). Neste trabalho, para a realizacdo dos experimentos numéricos,
adota-se Q = B1(0) = {(z,y) € R% 22 + y? < 1}, a pseudo-fronteira foi escolhida na
fronteira da bola de centro na origem e raio R = 2 (0Br(0)), M = 40. Para se evitar
o cometimento de crimes inversos, onde a utilizagdo do mesmo esquema numérico para a
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simulacao dos dados sintéticos e para a solugdo do problema direto podem gerar, artifici-
almente, bons resultados [2], o esquema do MFS para o problema direto foi modificado,
utilizando-se M = 60 e R = 3.0. Como o numero de pontos fonte (M + 1) é maior do
que o nimero de pontos de colocagao (M), o sistema associado ao MFS foi resolvido pelo
método dos minimos quadrados. A figura 1 apresenta um esquema para a aplicagdo do
MF'S no problema direto.

pontos de
colocagdo

fonte concentradad\S <
8 ~ -
S pontos fonte

-

Figura 1: Esquema do MFS para a identificacao de fontes concentradas.

4 Algoritmos Genéticos

Motivado pela teoria da evolugao natural das espécies de Darwin [3], Holland [6] propos
um algoritmo estocéstico com base em um processo de selecao natural para encontrar a
solucao de problemas de otimizacao com ou sem restrigoes. Partindo-se de uma populagao
inicial, o algoritmo utiliza uma funcao de adaptabilidade, que depende do problema em
analise, como uma medida de o quanto um membro da populacao é mais apto do que outro.
Esta medida é entao utilizada para transformar a populacao através de trés mecanismos
evolutivos: selecao, cruzamento e mutagao, em um processo elitista que objetiva uma nova
populacao com uma média de adaptabilidade maior que a da populacao anterior.

O uso de algoritmos genéticos associado ao método das solugoes fundamentais tem
relevantes aplicagoes na literatura de computacao cientifica. Para citar alguns exemplos
relevantes, Jopek e Kotodziej [8] aplicaram GA para a localizagao 6tima dos pontos fontes
no MFS. Por sua vez, Gorzelanczyk [5] utilizou as duas metodologias em um contexto de
tor¢ao de barras com miultiplas se¢Oes transversais conectadas. Mais recentemente, Santos
et al. [11] realizaram simulagbes numéricas de sistemas de protecao catédica combinando
MFS e GA. Por outro lado, o leitor interessado em aplicagoes de algoritmos genéticos no
contexto de problemas inversos deve consultar o livro de Silva Neto e Becceneri [12], bem
como as referéncias bibliograficas ali encontradas.

No presente trabalho, a funcdo custo dada pela equagao (2) é utilizada com sinal
negativo para a funcao de adaptabilidade. Assim, os individuos com maior adaptabilidade
sdo aqueles para os quais a fungéo custo estd mais proxima de zero. Em particular,
utilizamos o Genetic Algorithm function do MATLAB Optimization Toolbox com uma
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populacao de tamanho m = 50, probabilidade de cruzamento p. = 0.5, probabilidade de
mutacao p,, = 0.01. Os critérios de parada sao dados pelo limite de 300 geragoes e a
funcao de tolerancia 1076,

5 Experimentos Numéricos

Exemplo 1: Seja um ponto fonte localizado em z* = (—0.4,—0.14) com intensi-
dade o* = 7.1. Os valores computados sdo denotados com o subescrito comp : (xcomp =
(Zcomp» Yeomp) € Qcomp). Usando o MFS para resolver o problema direto e obter os da-
dos simulados e o GA, para minimizar a funcéo custo, obtem-se X¢omp = (—0.4, —0.14)
€ Qeomp = 7.1. Ap6s 5 interacoes o valor da fungao custo atinge F = 4.9 x 1076, Este
resultado é mostrado na Fig. (2), onde o centro do circulo representa a posigao e o raio é
proporcional a intensidade « da fonte reconstruida.

a) b)

Figura 2: Exemplo 1: a) objetivo: b* b) fonte reconstruida

No préximo exemplo, foi acrescentado ruido gaussiano branco (WGN) no fluxo calcu-
lado, levando-se em consideracao a reconstrugao dos mesmos dados sintéticos do exemplo
anterior. Os resultados sao apresentados na Tabela (1) levando-se em conta 1%, 2% e 5%
WGN. Estes resultados também sao apresentados na Fig.(3).

Exemplo 2: Os seguintes resultados foram obtidos:

Tabela 1: Exemplo 2 para 2* = (—0.4,—0.14) e o* = 7.1.

WGN  Zeomp  Yeomp  Qcomp  iteragoes F
1% -0.392 -0.154 7.120 5 0.0489
2% -0.39 -0.153 7.160 5 0.0820
5%  -0.406 -0.136 7.111 5 0.157
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<)

Figura 3: Exemplo 2: Resultados obtidos com dados ruidosos com (a) 1%, (b) 2% e (c)
5% de WGN.

Observando-se os resultados obtidos, mesmo para dados poluidos com 5% de ruido
gaussiano branco, foi possivel a reconstrucao, com excelente acurécia, da posi¢ao e inten-
sidade de uma fonte concentrada apds cerca de 250 avaliagoes da funcao custo, isto é, apds
5 geragoes do algoritmo genético.

6 Conclusoes

O foco do presente trabalho foi a reconstrucao de uma fonte concentrada em um pro-
blema de Poisson aplicando-se o método das solugoes fundamentais na solucao do problema
direto e um algoritmo genético para a minimizacao da fun¢ao custo que associa o problema
inverso a um problema de otimizacao. Deve-se ressaltar que a identificagao de uma singula-
ridade no interior do dominio constitui uma dificuldade adicional para a solucao numérica
do problema. De fato, o problema Motz, que apresenta uma singularidade na fronteira é
um benchmark para métodos de elementos de contorno e para o MFS [8].

Neste trabalho, foi proposta uma modificagado no MFS classico e considerou-se um
ponto fonte no interior do dominio, o que permitiu a adequada representacdo da fonte
concentrada. A utilizacao do “Genetic Algorithm function”, do MATLAB Optimization
Toolbox conduziu a resultados bastante acurados para a reconstrucao de uma tnica fonte,
mesmo quando foram consideradas leituras poluidas com ruidos.

Trabalhos futuros abordarao a identificacao de varias fontes pontuais com leitura par-
cial dos dados, considerando equacoes do tipo Helmholtz em duas e trés dimensoes, além
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da identificacao da forma e posicao de uma fonte distribuida utilizando o algoritmo ora
proposto para a escolha do chute inicial em composicao com um algoritmo de analise de
sensibilidade a mudanca de forma.
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