Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics, v. 7, n. 1, 2020.

Trabalho apresentado no XXXIX CNMAC, Uberlandia - MG, 2019.

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied
Mathematics

Determinacao de autovalores em problemas escalares
setorialmente homogeéneos tridimensionais pelo MEC

Joao Paulo Barbosa!

Instituto Federal do Espirito Santo, IFES, Sao Mateus, ES

Programa de Pés-Graduacao em Engenharia Mecénica, PPGEM/UFES, Vitéria, ES

Carlos Friedrich Loeffler 2

Programa de Pés-Graduacao em Engenharia Mecénica, PPGEM/UFES, Vitéria, ES

Hercules de Melo Barcelos?

Instituto Nacional de Metrologia, Qualidade e Tecnologia, INMETRO, Duque de Caxias, RJ
Programa de Pés-Graduagao em Engenharia Mecanica, PPGEM/UFES, Vitéria, ES

Resumo. Este trabalho mostra uma nova formulacao do Método dos Elementos de Con-
torno, desenvolvida para o calculo de autovalores em problemas tridimensionais escalares
setorialmente homogéneos, onde se acopla a técnica de superposicao de dominios com a
técnica de interpolagao direta com funcoes radiais. A primeira cuida da homogeneidade
setorial, dividindo o dominio em uma parte homogénea circundante e outras complementa-
res com diferentes propriedades constitutivas. A segunda transforma a integral de dominio
referente & inércia em uma integral de contorno. Assim, apds a discretizagao, forma-se um
sistema matricial cldssico em que a obtencao das frequéncias se faz pela solucdo de um pro-
blema de autovalor. Comparam-se os resultados com os obtidos pelo Método dos Elementos
Finitos.

Palavras-chave. Método dos Elementos de Contorno, Problemas de autovalor tridimensi-
onais; Problemas setorialmente homogéneos.

1 Introducao

A Equacao de Helmholtz [2] surge naturalmente em muitas dreas da engenharia e da
ciéncia, representando problemas de eletromagnetismo, vibracao e acustica, envolvendo
analise da propagacao, reflexao e dispersao de ondas no dominio da frequéncia. Tem
importancia fundamental em aplicagoes diversas como a dispersao de ruido, tecnologia
de radar, sonar e sismologia. Pode ser entendida como uma simplificacao da Equacao da
Onda [3], ou seja, uma forma independente do tempo, onde se busca encontrar as possiveis
configuracoes do movimento gerado pela propagacao de ondas a partir de uma excitagao
cuja frequéncia é conhecida. Assim, a amplitude da resposta resultante u(X) depende
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apenas da posicao no espago e o movimento resulta implicitamente do conteiido temporal
da excitacao imposta.

Os problemas governados pela Equacao de Helmholtz podem ser divididos em trés
grupos: problemas diretos, problemas de autovalor e problemas inversos. Nos problemas
diretos objetiva-se determinar as amplitudes da onda u(X) em funcdo de um conjunto
de condigbes de contorno conhecidas. Tais amplitudes sao configuragdes de equilibrio
assumidas pelo sistema diante de uma excitacao conhecida e permanentemente aplicada.
Nos problemas de autovalor, buscam-se encontrar todos os valores das frequéncias naturais,
denominados wy,, associados aos problemas de vibracao livre. Nos problemas inversos,
determinam-se as propriedades do meio perante o conhecimento da resposta do sistema.

2 Resenha bibliografica

Devido as aplicagoes cada vez mais arrojadas da engenharia moderna, a solugao numérica
da Equacao de Helmholtz é um tema que ainda estd sendo pesquisado na literatura especi-
alizada utilizando diferentes métodos [11,13], buscando melhor precisao e custo computaci-
onal acessivel. Ainda nao hé efetivamente uma técnica dominante neste campo e o Método
dos Elementos de Contorno (MEC) é considerado uma das mais eficazes na solugao desses
problemas, pois permite uma avaliacao precisa do campo de pressao acustica difratada por
barreiras [14], que consiste em uma situagdo pratica muito importante. Vérios modelos
recentes usando equagdes integrais de contorno encontram-se na literatura [5,6,17].

Quanto as metodologias para resolver problemas de Helmholtz homogéneos, a for-
mulacao classica do MEC [1] tem restrigoes, apesar de sua elegancia matemadtica, pois a
solucao fundamental depende da frequéncia de excitacao. Isso impede a formacgao de uma
matriz de inércia independente e o calculo dos autovalores nao se faz diretamente.

Ja os problemas de Helmholtz setorialmente homogéneos sao relativamente pouco abor-
dados pelo MEC. Uma vez que a metodologia classica se baseia em solugoes fundamentais
correlacionadas, Shaw apresenta uma colegao de fungoes de Green para o meio heterogéneo
em problemas escalares estaciondrios [15] e em problemas de Helmholtz [16]. Modelos
hibridos com solugoes fundamentais homogéneas também foram propostos para eliminar
as integragoes de dominio em problemas potenciais em meios heterogéneos [12]. Através
do método de colocacao com fungoes radiais [4] resolveu-se casos actsticos heterogéneos.

Em particular, nas situagoes relativas aos dominios homogéneos por partes, a técnica
da sub-regido [1] seria a ferramenta MEC mais adequada, e foi empregada com a Dupla
Reciprocidade [9] para resolver problemas de autovalor, obtendo resultados com precisao
apenas razoavel. Recentemente, [10] apresentou uma abordagem alternativa denominada
técnica de superposicao de dominios (TSD). Nesta técnica, o problema completo é mo-
delado como uma superposicao de um dominio homogéneo circundante e um conjunto
de subdominios internos complementares com propriedades diferentes. A energia de cada
subdominio é computada ao sistema como um todo por superposi¢ao. Todos os setores
sao conectados por meio dos coeficientes de influéncia, gerados por integracoes realizadas
nos subdominios com os pontos fontes localizados em cada ponto nodal, tanto externos
quanto internos. Inicialmente, problemas simples foram resolvidos e comparacoes com a
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técnica de sub-regides foram realizadas, para problemas de Laplace [10]. Aplica¢oes em
dominios com irregularidades também foram feitas [8].

Neste trabalho, a TSD é acoplada ao procedimento de interpolacao direta (MECID)
para identificar o espectro de frequéncias naturais em dominios tridimensionais com ho-
mogeneidade setorial [7]. Resolve-se assim um problema de importancia na sismica de
prospeccao e na dinamica estrutural através de uma nova formulagao, que pode ser esten-
dida em futuras aplicacoes de propagacao de ondas. Para melhor avaliacao da exatidao da
metodologia proposta, a solucao de alguns problemas de teste é comparada com a obtida
com o Método dos Elementos Finitos usando malhas bastante refinadas.

3 Modelo Matematico

Na TSD, considera-se que o dominio completo ©2(X) pode ser decomposto como a
soma dos dominios envolvente ¢ e interno 2P. K¢ e p® representam respectivamente
as propriedades de rigidez e inércia do dominio circundante e KP e pP correspondem as
mesmas propriedades no dominio interno, assumidas nestes como constantes, conforme
mostra a Figura 1:

- -

Q=Qc+ Qv

K, p°

~—_———-

Figura 1: O dominio original modelado como a soma dos dominios envolventes e setoriais.

Usando uma fungao auxiliar «*(§; X), assumindo que os nicleos integrais sao compos-
tos de funcoes integraveis e considerando que K® = KP — K¢ e também p°® = pP — p°, é
possivel escrever uma forma integral forte associada a equagao de Helmholtz:

Ke/u(X),mmu*(g;X)dQ—kKs/ UP (X)) i w* (&5 X)dQP =
Q Qp

[ u(X0u (6 X0d0 - p [ w0 (€ X)agr 1)
Q Qp

Na equagao 1, u(X) é o potencial que representa a amplitude. O indice p sobrescrito
neste caso representa valores internos dessa grandeza. Embora o problema seja governado
pela equacao de Helmholtz, a fungao auxiliar é a solugao fundamental correspondente ao
problema de Laplace em trés dimensdes [1]. Através do MECID, os termos referentes &
inércia podem ser regularizados e transformados em integrais de contorno, usando uma

funcgao radial primitiva auxiliar 1’ [7]:

w2pe/u(X)u*(§;X)dQ+w2ps/ uP(X)u* (& X)dQP =
Q Q

¥

w2p€(§aj/njdf)+w2ps(£aj/ nde‘p) (2)
r
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Neste ponto, a equacao integral completa de contorno estd na forma:

K%ﬁMO+/ME¢@M—MM¢®XMﬂ+

r

Wk@ma+/zme@Xwﬂ=

Ir

w?p® (gaj / 7 dl + u(€) / G, nmdl) + w?p* (o / dl? +u(é) [ G nmdl?) (3)
Iy T Tp Tp
Na equacao 3, q e ¢* sao derivadas normais de u e u* respectivamente. G* é o Tensor
de Galerkin [1]. Entao, apds o procedimento de discretizacao [7], tem-se:

[H]{u} + [HS]{us} — [G]{q} = wQ[M]{u} + wQ[MS]{uS} (4)

Na Figura 2 apresenta-se a convenc¢ao usada para expandir a forma matricial anterior.
Os subscritos ¢ indicam os pontos no contorno externo, os subscritos 4 indicam os pontos
interpolantes externos ao subdominio, os subscritos 7’ indicam os pontos de interpolantes
internos para o subdominio e os subscritos s indicam os pontos no contorno do subdominio.

Figura 2: Diferentes posicionamentos dos pontos fontes nos dominios.

A forma expandida das matrizes do MEC, de acordo com a equagao 4, mostra que
muitas submatrizes de GG sao zero, assim como algumas submatrizes de H, ja que nao ha
caracterizacao de uma relagéo consistente entre os diversos tipos de pontos fonte descritos
anteriormente. Na equacio 5, a nova matriz H é a soma das matrizes [H] e [H”] e a nova
matriz M é a soma das matrizes [M] e [M*].

H.. 04 O Heg Uc Gee 0Oci Ogr O qc
Hic Hi 0iy  Hig u | | Gic 0i 0Oy Oss @ | _
Hie Oy Hyy Hys (1 Gie Opi Oy Oy qir
Hye 04 Oy Hgs Us Gse 0si Ogir Ogs qs
Me My My Meg Uce
M. M My M U (5)
Mie My My My (%
Mg Mg Mg Mg, Us

A equacdo matricial anterior precisa ser adequadamente manipulada para formular
o problema do autovalor, no qual os valores nodais u e ¢ sdo prescritos iguais a zero.
Detalhes sobre procedimentos mateméticos podem ser encontrados nas referéncias [8,10].
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4 Exemplo de Aplicacao

Um bloco quadrado que apresenta uma inclusao quadrada é resolvido. Excluindo o
plano fixado y = z = 0, os demais planos estao com as condigoes nulas de Neumann,
vide Figura 3. Inicialmente as propriedades fisicas sao: moédulo de elasticidade externo
K¢ =1 einterno K? = 2; massa especifica do setor circundante p¢ = 1 e interna p? = 0, 5.
Consideraram-se quatro malhas com diferentes quantidades de pontos nodais no contorno
externos e interno, e com diferentes quantidades de pontos de interpolagao no interior de
cada dominio, conforme mostrado na Tabela 1, afim de avaliar a importancia na melhoria
dos resultados. Na Tabela 2 apresentam-se os valores das frequéncias naturais calcula-
das com as diferentes malhas do MEC. Percebe-se que para o intervalo de frequéncias
examinado, o desempenho foi praticamente o mesmo para todas as malhas empregadas.

z u=0

Aw‘ .
' | S

L7

ke, pp

S

Figura 3: Caracteristicas geométricas e condigoes de contorno impostas no exemplo de aplicagao.

Tabela 1: Numero de pontos em cada malha.

Malha 1 Malha 2 Malha 3 Malha 4

Niimero de elementos 768 1200 1728 2352
Pontos externos 486 726 1014 1350
Pontos intermediarios 448 604 706 604
Pontos superposicao 386 602 866 602
Pontos internos a superposicao 544 577 736 1016
Total de pontos 1864 2509 3322 3547

A comparacao com as frequéncias calculadas com o MEF foram plotados na Figura 4.

5 Conclusoes

A solucao do problema de autovalor permite uma precisa identificagao da qualidade do
modelo numérico proposto pela comparacao direta das frequéncias com os valores dados
por outro método. Assim, de acordo com os resultados apresentados, o acoplamento da
TSD com o MECID foi bem-sucedido, envolvendo problemas setorialmente homogéneos
tridimensionais.
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Tabela 2: Resultado das frequéncias naturais.

Freq. MEF Malha 1 Malha 2 Malha 3 Malha 4
1 1,686910 1,720890 1,714740 1,711930 1,708630
2 3,791651 3,838320 3,820290 3,812840 3,803250
3 3,791651 3,839810 3,821240 3,813840 3,804430
4 4,872107 4,948110 4,918180 4,905910 4,893280
5 4980115 5,127450 5,102760 5,092040 5,077490
6 5,893062 6,020400 5,984800 5,970750 5,949970
7 5,893062 6,023870 5,986190 5,972060 5,954360
8 6,611796 6,768070 6,714130 6,694410 6,671780
9 6,683424 6,859920 6,816810 6,796440 6,687250
10 6,966796 7,090360 7,045690 7,020670 6,996130
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Figura 4: Diferenca relativa entre MEC e MEF.

Como ocorre em todo problema dinamico tridimensional, o modelo proposto requer
numerosos pontos de interpolacao internos, especialmente se as condigoes de contorno
envolverem a prescricao do potencial, eliminando graus de liberdade no sistema, que sao
fundamentais no estudo vibracional. No entanto, o modelo mostrou-se convergente tanto
para o aumento dos pontos interpolantes quanto para o aumento do niimero de pontos
nodais no contorno, sem qualquer tendéncia a instabilidade. Naturalmente, a precisao
diminui quanto maior for a faixa de frequéncia calculada; porém, dentro do espectro
analisado, a precisao foi bastante satisfatoria, com pequena diferenca relativa entre o
modelo proposto e o resultado do MEF.
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