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Resumo. Este trabalho tem como objetivo projetar antenas pontuais para serem utilizadas
em tratamentos por Hipertermia. Objetiva-se calcular o valor 6timo de corrente que deve
passar em cada antena para que um alvo, formado por células cancerosa, seja aquecido de
forma seletiva. Um funcional que mede a diferenca entre as temperatura alvo e a calculada
numericamente é minimizado em relagao a corrente, utilizando conceito de Derivada To-
poldgica. Propoe-se a solugao do problema através apenas da derivada de primeira ordem,
buscando-se de forma iterativa a solucao 6tima.
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1 Introducao

A Hipertermia visa a tornar tratamentos como a quimioterapia mais efetivos e, por
conta disto, ministrados em doses menores. Essa é um tratamento de cancer pouco inva-
sivo, que tem por objetivo aquecer o tumor a uma determinada temperatura - entre 40°C e
46°C. A eficdcia da Hipertermia se baseia na diferenca das caracteristicas elétricas entre as
células cancerosas e as saudaveis no corpo humano [3]. Este cendrio é motivagao para este
trabalho cujo objetivo é aquecer seletivamente uma parte do corpo, como é feito na Hiper-
termia, utilizando o conceito de Derivada Topoldgica. Ou seja, medindo a sensibilidade
de um funcional, vinculado a um dominio geométrico, quando sofre uma perturbacgao, tao
pequena quanto se queira [6]. Supde-se uma quantidade finita (N) de indutores verticais
fixos distribuidos uniformemente ao redor de um corpo, e quer-se calcular a intensidade
de corrente que deve passar por tais antenas para que o tumor seja aquecido a 42°C e o
resto do corpo mantenha a temperatura do sangue, em torno de 36°C.
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2 Descricao do Problema

O modelo estaciondrio considera a secao transversal do descrito anteriormente de modo
que é bidimensional. O tecido biolégico do corpo é isotrépico e as antenas pontuais repre-
sentam a secao transversal dos indutores. O funcional do problema é definido como:

7(0) = B /D (007 + 6, /B 0= (1)
1-3

p .

——=, fy = ————,com 0 < § <1 e |(-)] representando a drea de (-). As
D] B\ D)

regides B (corpo) e D (doenca) estdo contidas no R?, *(z) € R é a temperatura alvo e
Op(z) € R a temperatura do sangue. A fungao temperatura, 6, é solugdo do problema de

calor para tecidos vivos, também conhecida como equagao de bioheat [7]:

em que 81 =

1
96V:/KV9-Vn+/cw(0—9b)n:/a|u|2n, Vn € Vo (2)
Q Q 2 Ja

na qual € é um dominio fechado com fronteira 92 e contém B e D; K é a condutividade
térmica [Wm™! °C™1], ¢ o calor especifico [J Kg™' °C™!], o é a condutividade elétrica
[Sm™!], w é a taxa de perfusio do sangue [kg m™ s7!] e por fim, u é solucio da equacdo
de Helmholtz [1], ou seja,

u € Whr(Q): /Q(Vu.Vn—kQun) +i/8Q kunz/ﬂfm v e WH(Q)  (3)

em que i é a unidade imagindria, tal que i = v/—1, k é a constante de onda, dada por: k =
ko\/erptr onde €, € 1, s@o a permissividade elétrica [Fm_l] e a permeabilidade magnética
[Hm™!] relativas do meio, respectivamente, e kg ¢é a constante de onda no vécuo. As antenas
pontuais sdo responsaveis pela fonte f € Cy5(£2) na equacao de Helmholtz e whp (Q) é um
espaco de Sobolev definido no campo dos complexos, tal que:

1 1
—4+-=1, com 1<p<2 (4)
P q

Os diferencias das integrais acima foram omitidos para simplificar a notacao. Os espacos

anteriormente utilizados sao definidos por:

V={peH\Q): g, =br} (5)
Vo= {p € HY(Q) : g, = 0} (6)
Cs() = {f € M(Q): f = " aid(w — 2:)) (7)

em que 6(x — z;) é uma massa de Dirac com polo em z; € 2 e M(Q) é o dual do conjunto
das fungoes continuas com suporte compacto, Cy(€2). Por fim, o problema de minimizagao
é escrito como:
Minimize J(6)
1eCs(Q) ()
Sujeito a (2) e (3)
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3 Analise de Sensibilidade

Uma vez que a solucao da equacao de Helmholtz é fonte no problema de bioheat,
basta que se crie uma perturbacao no termo fonte da primeira, para se obter uma solugao
perturbada para o segundo. Desta forma, enuncia-se a fonte perturbada como:

fola) = £(@)+ ¥ adi(a), ©)

em que «; € R é proporcional a corrente em cada indutor numa posigao x; € Q \ B,
di(z) = 6(x — x;) sdo massas de Dirac e fs € Cs5(€2). O funcional perturbado vinculado a
fs € dado por:
TO) =61 [ O5—0 6 [ (65— " (10)
D B\D
Neste contexto, sao propostos os seguintes ansdtze como solucoes das equacoes de Helmholtz
e calor perturbadas:
us = u+ Y o, (11)
i
Os =0+ Z o;0; + Z Oziajeij. (12)
i ij
Por construcao, u; € W'P(Q) é solucio do problema de Helmholtz com fonte ;. Ja 6; e
6;; sao solucdes do problema de calor e pertencem a Vy. Substituindo-se em (10), o ansdtz
(12), chega-se ao funcional de sensibilidade desejado,

T(05) — T(0) = B / [2(9 — 093 il + 200 — 093 a0
D i ij

+ Z Oéiajeiaj + 22 Ozl'ajakeij@k + Z aiajakaleijekl]
ij ik ijkl

(13)

+ 52/ [2(9 —0p)> ibhi +2(0 — 0,)) a0

B\D i ij
+ Z aianiHj + 22 aiajakéijek + Z aiajakaleiﬂkl] .
ij ijk ijkl

O lado direito da equagao (13) é a derivada exata, aparecendo em primeira, segunda, ter-
ceira e quarta ordens - conforme relagdo com «. Sabendo do grande esfor¢o computacional
para resolver as derivadas de mais alta ordem, propoe-se a solucao do problema utilizando
apenas a derivada de primeira ordem desprezando arbitrariamente os termos de ordem
superior.

4 Método de Resolucao do Problema de Otimizacgao

Daqui por diante a diferenca entre os funcionais perturbado e ndo perturbado sera
chamada de V. Seja
U(a)=d-a, (14)
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o problema de primeira ordem, em que d = (di,ds,....,dy)" é a derivada de primeira
ordem, tal que:

d; = 0 — 6%)09; 0 — 6,)0;.
26, /D (6— 6°)6; + 2, /B\D< ) (15)

Visto que 60;; nao aparece em d, isenta-se deste calculo. Por outro lado, é necessario
calcular u; para que seja possivel encontrar 6; e, por consequéncia, d;. Com o intuito de
nao realizar o calculo de tais problemas sao introduzidas as equacoes adjuntas de calor e
de Helmholtz, que seguem:

peV: /Kvw-WH/ cwcm=261/(9—9*)77+252/ (0 — Oy)n, Vn e Vo
Q Q D B\D
(16)

veWhi(Q): / (Vo - Vi — k*on) — i/ kvij = —/ opuf, v e WhHP(Q) (17)
Q oN Q

Estas equagoes sao provenientes do Lagrangeano aumentado [2] e através delas é encon-
trada a igualdade que segue:

—/ opRe{uu;} = Re{v(x;)}. (18)
Q
De modo que escreve-se d; como:

d; = —Re{@(wi)}. (19)

4.1 Algoritmo

Como o problema é nao linear, usa-se um método iterativo para buscar a solucao étima.

Escolhe-se a prépria derivada como dire¢ao de descida de modo que « := —~d, em que y é
um peso dado através da substituicdo de o = —vd no funcional de sensibilidade, tal que:
0
=—= 20
7= 14 (20)

Assim, o passo do método iterativo é dado por:

a = g — vd. (21)
Sao necessarios dois lacos: o externo para garantir que a diferenca entre o funcional per-
turbado e o nao perturbado seja tao pequena quanto se queira, e o interno para buscar o

melhor o em cada iteracao. Sao utilizados €; = €, = 1073 como critérios de parada. O
algoritmo para solucao do problema é apresentado a seguir e foi implementado em MatLab.

DOI: 10.5540/03.2020.007.01.0420 010420-4 © 2020 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2020.007.01.0420

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 7, n. 1, 2020.

Algoritmo 1: PRIMEIRA ORDEM
Input: «
Output: o*
1 begin
2 Compute: u, 8 and J(0)
3 | vy« 1,05« J(0), Joa <+ T()
4 while 0; > €; and v > ¢, do
5 Compute: @, v,d and
6
7
8
9

Jnew — Jold + 17 Qold < &

while Jyey > Joiq and v > ey do
a = agq —vd
Compute: u, 8 and J(0)

10 Jnew < T(0) , v =7/2

11 end

12 5J <~ Jold - Jnew; Jold — Jnew
13 end

14 end

5 Experimentos

O dominio  foi definido com medidas de [0.5 x 0.5]m. O corpo B foi representado
por um circulo com centro em (0.25,0.25) e raio de 0.1m. Para garantir que a solugao da
equacao de Helmholtz seja confidvel, ou seja, ndo degradada, foi utilizada a condicao de
Babuska-Brezzi dada por k?h < 1 [4], em que k é a constante de onda e h é a medida do
maior lado do elemento utilizado para solucao. Assim foi calculado o nimero de elementos
para que a condicao fosse estritamente menor do que um, gerando uma malha com pouco
mais de 400mil elementos finitos triangulares iguais, através da funcao poimesh do Ma-
tLab. Foram usadas 168 antenas pontuais fixas em torno do corpo B e dentro do dominio
Q, utilizou-se 8 = 0.5, O = 36°C e frequéncia de 300MHz, escolhida por gerar melhores
resultados e estar na faixa de frequéncias usadas na literatura [1,8,9].

Nos dois experimentos realizados considera-se que o corpo B esta cercado por agua deio-

Tabela 1: Propriedades fisicas utilizadas nos experimentos

Propriedade Regiao K c w Er o
Agua W 0598 4178 0.0 765 107*

Corpo Sadio B\D 022 2387 1.1 20.0 0.12
Cancer D 0.56 3639 1.8 582 0.82

nizada [1,9]. No primeiro, com a intengao de apenas testar o método, marcou-se o tumor
como um alvo, i.e, a regiao D foi especificada. Entretanto, considerou-se todo o corpo
B como corpo sadio, utilizando os dados reais [1,5,9], para tecido mamario, contidos na
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Tabela 1. O tumor para este experimento possui raio de 0.02m e centro em (0.28,0.28).
Para o segundo experimento foram usadas as caracteristicas fisicas especificas do tu-
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Figura 1: Resultado da distribuigdo de temperatura para o primeiro experimento que
convergiu apos 11 iteragdes e 17min e 53s, obtendo valor final para o funcional de 1.798

mor, também contidas na Tabela 1. Em um primeiro caso, usou-se o mesmo tumor do
experimento um e em um segundo caso foram adicionados outros dois tumores, com raios
0.015m e 0.0lm com centros em (0.22,0.2), (0.2,0.28), respectivamente. O método se
mostrou sempre convergente para qualquer valor inicial diferente de zero.

Verifica-se pelo resultado obtido na Figura 1, que quando é dado apenas um alvo para
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(a) Resultado apds 5 iteragoes e 8min (b) Resultado obtido apés 54 iteracoes
e 9s, obtendo valor final para o funci- e 92min e 14s, obtendo valor final para
onal de 0.611 o funcional de 1.751

Figura 2: Distribuigoes de temperatura apds convergéncia obtida como resultado para o
experimento 2

o método, em um dominio homogéneo, o mesmo é capaz de focar no alvo. Porém, logo
a sua volta, a temperatura nao é tao baixa quanto o desejado. Quando se representa o
dominio de forma heterogénea, experimento 2, o resultado é muito melhor, inclusive ob-
tendo um valor de funcional mais préximo de zero, Figura 2(a). O resultado obtido para
trés tumores também é muito bom, Figura 2(b), especialmente quando comparado com
um outro trabalho onde sao usadas antenas concentradas [1]. O maior valor de corrente
foi da ordem de 0.4A, considerando os trés casos.
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6 Conclusoes

Uma vez que o funcional de sensibilidade apresentou derivadas de até quarta ordem e
aqui foi utilizada apenas a de primeira ordem, os resultados obtidos podem ser conside-
rados satisfatorios, visto que sao provenientes de uma simplificagao massiva. Espera-se a
obtencao de resultados ainda melhores conforme forem adicionadas derivadas de mais alta
ordem na solucao do problema.
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