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Resumo. Um classico resultado da Teoria das Curvas Elipticas definidas sobre o corpo dos
nimeros racionais Q é o Teorema de Mordell-Weil o qual afirma que se E é uma curva eliptica
sobre Q, entao o conjunto de pontos racionais F(Q) é um grupo abeliano finitamente gerado.
O teorema de estrutura para tais grupos garante que F(Q) 2T & Z", onde T é o subgrupo
de torsao (finito) e r > 0 é um inteiro, o posto de E(Q). Neste trabalho apresentamos esse
teorema, outros resultados necessarios e mostraremos dois exemplos de como determinar o
nimero 7.

Palavras-chave. Curva eliptica, subgrupo de torsdo, posto de uma curva eliptica, pontos
racionais.

1 Introducao

Na teoria das curvas elipticas definidas sobre o corpo dos niimeros racionais QQ existe um
cléssico resultado referente ao grupo de seus pontos racionais. Este resultado (o Teorema
de Mordell-Weil) foi mostrado por Mordell em 1922 para curvas elipticas sobre Q. Em
1928 este resultado foi provado por Weil, ndo apenas para curvas elipticas sobre corpos
de numeros (que sao extensoes finitas de Q), sendo também para variedades abelianas
(andlogas das curvas elipticas em dimensoes superiores).

O Teorema de Mordell-Weil afirma que se E' é uma curva eliptica sobre Q, entao E(Q)
é um grupo abeliano finitamente gerado. O teorema de estrutura para grupos abelianos
finitamente gerados afirma que E(Q) = T @ Z", onde T é o subgrupo de torsao (finito) e
r > 0 um inteiro, o posto de E(Q).

Calcular o subgrupo T é relativamente simples. Para isso sao usados os teoremas de
Lutz-Nagell e de Mazur. Mas a determinacao do inteiro » é um pouco mais trabalhoso.
Neste trabalho, por meio de dois exemplos, mostraremos como calcular esse niimero r.

A seguir sao apresentado os resutados mais importantes que usaremos no calculo do
posto r do grupo E(Q).

Teorema 1.1. (Teorema de Lutz-Nagell): Seja a curva eliptica E dada por y* = x> +
Az + B, com A,B € Z. Seja P = (x,y) € E(Q) de ordem finito. Entdo x,y € Z. Se
y # 0, entdo y?|4A3 + 27B2.
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Observacao 1.1. O nimero 4A% 4+ 27B? ¢ chamado discriminante da curva eliptica E.

Teorema 1.2. (Teorema de Mordell-Weil) Seja E uma curva eliptica sobre Q. Entao
E(Q) é um grupo abeliano finitamente gerado.

Teorema 1.3. (Teorema de Estrutura) Todo grupo abeliano finitamente gerado G pode
ser escrito na forma

G2l ® oy @+ ® L, DL"
com r >0 e n;|nj+1, onde os inteiros r e n; sao determinados unicamente por G.
Aplicando este resultado ao grupo F(Q) temos que
EQ=TeoZ"
onde T' é um grupo finito (subgrupo de torsao de E(Q)) e r > 0 inteiro positivo, chamado
de posto de E(Q).

Outros resultados a serem usados sao

Teorema 1.4. Seja a curva eliptica E dada pela equacdo y? = (x — e1)(x — e2)(x — e3),
com ey, es,es € Z. A aplicagcao

v E(Q) — (Q*/Q) @ (Q*/Q") @ (Q*/Q*)

dada por

(x,y) —> (xr —e1, x—e2, x—e3), quando y #0
00— (1,1,1)
(e1,0) — ((e1x — e2)(e1 —e3),e1 — ea,e1 — €3)
(e2,0) — (e2 —e1,(ea —e1)(ea — €3), €2 — €3)

(63,0) — (63 —€e1,€e3 — €3, (63 — 61)(63 — 62))

¢ um homomorfismo cujo nicleo é 2E(Q).

Teorema 1.5. (Forma fraca do teorema de Mordell-Weil) Seja E um curva eliptica sobre
Q. Entao E(Q)/2E(Q) € grupo finito.

Observagao 1.2. As demonstracdes destes resultados podem ser encontrados, por exem-
plo, em [4].
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2 Aplicagoes: Calculo do ntimero r

Exemplo 1: Seja a curva eliptica F : y? = 23 — 4z = z(z —2)(z +2). Sdo encontrados
4 pontos racionais sobre F. Assim temos, pelo teorema 1.5:

E(Q)/QE(Q) = {OO, (Oa 0)7 (27 0)7 (_27 0)}

Fazendo céalculos com o teorema 1.1, temos que o subgrupo de torsao de E(Q) é T' = E|2].
Logo pelo teorema 1.5 temos que E(Q) = T @ 7Z", de onde segue que

E(Q/2EQ) = (T/2T) ©Zy =T © Zj.
Dado que E(Q)/2E(Q) tem ordem 4 entao devemos ter r = 0. Portanto

E(Q) = E[2] = {007 (070)7 (270)7 (_27 0)}

Exemplo 2: Seja a curva eliptica E : y? = 2% — 252 = 2(z — 5)(2 + 5). Encontramos
0s pontos
(0,0),(5,0),(—5,0), (—4,6).

Alguns célculos, considerando uma reta tangente a curva passando pelo ponto (—4,6),
fornecem o ponto

412 —62279

122" 1728 )

Dado que o ponto 2(—4, 6) ndo tem coordenadas inteiras, entao (—4, 6) nao pode ser ponto
de torsao, pelo teorema 1.1. De fato, os calculos realizados usando o teorema 1.1 mostram
que o subgrupo de torsao é

2(—4,6) = (

T = {(00, (0,0), (5,0), (—5,0)} = Zy & Zs.

Afirmamos que

E(Q) 70 P Zo®D7L.

Agora, o posto r deve ser, pelo menos 1, pois o ponto (—4,6) é de ordem infinito. Entao
o problema é mostrar que o posto é exatamente 1.
Para verificar isso consideremos a aplicacao

v E(Q) — (Q*/Q") @ (Q*/Q*) @ (Q*/Q*)

do teorema 1.4, definida por ¢(z,y) = (x,z — 5,2 + 5) quando y # 0.
Usando o fato que —4 = —1 (mod m?) e —9 = —1 (mod n?), para alguns m,n € Z*
, temos que
o(—4,6) = (—1,-1,1).

Agora, novamente pelo teorema 1.4 temos que

<p(oo) = (17 L, 1)
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©(0,0) = (—1,-5,5)
»(5,0) = (5,2,10)
0(—5,0) = (=5, 10, 2).

Como ¢ é um homomorfismo, observamos que ¢(—4,6) vezes qualquer uma dessas triplas
esta na imagem de ¢, de modo que

(1,5,5), (—5,—2,10), (5, 10, 2)

correspondem aos pontos dados.
Escrevendo

r=au®, T—-5=0b? z+5=cw?

temos que p(z,y) = (a,b, c). Podemos assumir entao que
a,b,c € {£1,+2,£5, +10}.

Além disso, abc é um quadrado e assim ¢ é determinado por a e b. Por tanto ignoraremos
¢ e nos concentraremos nas possiblidades para a e b.

Existem 64 possiveis pares a, b. Até agora temos 8 pares que correspondem aos pontos
acima. Estes pares sao dados em

L={(1,1),(1,5),(-1,-1),(—1,-5),(5,2),(5,10), (=5, -2), (=5, —10) }.

Agora resta eliminar as 56 possiblidades restantes.
Observemos que
r—b=b?<z=au®<z+5=cuw’
Se a < 0, entdao b < 0. Se a > 0, entdao ¢ > 0 e portanto b > 0 dado que abc é quadrado.
Por isso a e b devem ter o mesmo sinal. Isto deixa 32 pares possiveis para a e b.

Agora consideramos, e eliminamos, trés pares especiais. Pelo fato de ¢ ser um ho-
momorfismo, basta para eliminar todos, exceto os oito pares correspondentes aos pontos
conhecidos.

(a,b) = (2, 1). Temos que

2

T = 2u”, z—5=1v>

, z+5 = 2w
Logo
2u? —0? = 9, 2w? — 2u? = 5.

Se u ou v tivessem denominador par, entdo o outro também o terd. No entanto, 2u? tem
uma poténcia fmpar de 2 em seu denominador, enquanto v? tem uma poténcia par de 2
em seu denominador. Por isso, 2u®? — v? no é um nimero inteiro, o que é contraditério.
Segue entao que u,v tem denominadores impares, de modo que podemos considerar eles
médulo poténcia de 2. Como v? = —5 (mod 2), deve-se ter v fmpar. Assim v =1 (mod 8)
e portanto 2u® = 6 (mod 8).

DOI: 10.5540/03.2020.007.01.0443 010443-4 © 2020 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2020.007.01.0443

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 7, n. 1, 2020.

Isto implica que u? = 3 (mod 4), o que é impossivel, o que implica na eliminacio do
par (a,b) = (2,1).
(a,b) = (5, 1). Temos que

2

T = du”, x—5:v2, z 45 = 5w’

Logo
5u? —v? =5, 5w?—5u® =5.

Se o denominador de u ou v é divisivel por 5, entdo assim o serd o outro. Mas entdo Hu?
tem uma poténcia fmpar de 5 no seu denominador, enquanto que v? tem uma poténcia
par de 5 no seu denominador. Mas isto é impossivel, e assim os denominadores de u e
v sd0 ambos ndo divisiveis por 5. Como w? — u? = 1, o mesmo vale para w. Portanto,
podemos considerar u,v,w médulo 5. Temos entdo v = 0 (mod 5), e assim podemos
escrever v = 5vy. Portanto

u? — 50% =

1
e assim u? = 1 (mod 5). Portanto w? = 1+ u? =2 (mod 5). Mas isto ¢ impossfvel, o que

implica na eliminagao do par (a,b) = (5, 1).
(a,b) = (10, 1). Temos que

z=10u?, z—5=10% z+5=10w’
Logo
10u? —v? =5, 10w? — 10u® = 5.

Como no caso anterior, os denominadores de u, v, w nao sao divisiveis por 5. Consideremos
v = 5v;. Entdo 2u? — 5v = 1 e assim 2u? = 1 (mod 5). Mas isto é impossivel, o que
implica na eliminagao do par (a,b) = (10, 1).

Os pares da forma (a,1), com a < 0 também sao eliminados pois a,b devem ter o
mesmo sinal. Por isso (1,1) = ¢(00) é o tnico par da forma (a, 1) correspondente a esse
ponto.

Agora seja (a,b) qualquer par. Existe um ponto P com ¢(P) = (a’,b) no conjunto

L= {(17 1)) (17 5)7 (_17 _1)’ (_1’ _5)’ (57 2)7 (57 10)7 (_57 _2)’ (_5’ _10)}7
para algum a’. Se existir um ponto @ com ¢(Q) = (a,b), entao
p(P = Q) = (d',b)(a,0) " = (a",1)

para algum a”. Mostramos que (a”,1) ndo estd na imagem de ¢ quando a” # 1. Por isso
a” =1 eassima = d e (a,b) = (d/,b) = p(P). Consequentemente os tnicos pares na
imagem de ¢ sao aqueles que estao no conjunto L.

Como mencionado anteriormente, o subgrupo de torsao de E(Q) é E[2] e assim

E(Q)/2E(Q) = Z2 ® Ly ® Ly

para algum r.
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Como a imagem de ¢ tem ordem 8 e o ntcleo de ¢ é 2F(Q), entdao a ordem de
E(Q)/2E(Q) é 8 e portanto r = 1. Isto implica que

E(Q)/2E(Q) =22 ® Zy ® L.

Observar que também foi provado que E[2] e (—4,6) geram um subgrupo de E(Q) de
indice impar. Pode ser mostrado que eles realmente geram o grupo todo.

3 Conclusoes

Como foi observado, o célculo do posto r (o nimero de pontos de ordem infinita) do
grupo F(Q) é uma tarefa mais complexa que o célculo do subgrupo de torsao, ou seja,
que o célculo dos pontos de ordem finita.

Os exemplos exibidos sdo casos especificos e simples do célculo do ntimero r, usando
alguns resultados apresentados na primeira secao. Existem casos em que o calculo do
numero r é realmente dificil como o caso do grupo nao trivial de Shafarevich-Tate (veja-se
[4]), onde tem que se usar a chamada Cohomologia de Galois.
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