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Resumo. Neste artigo propomos um indicador do tipo Gini para medir o desempenho de
um grupo de pessoas, ou mesmo populacoes inteiras, que foram submetidas a algum tipo
de teste cujo resultado final é resumido por um tnico nimero. O indice de Gini é um valor
estatistico que mede o quao equitativa é a distribuicao de um recurso em uma populagao. Em
nosso contexto, o indicador permitird observar nao apenas a uniformidade na distribuigao
das notas de uma avaliagao mas, de algum modo, mensurar aquilo que se pode denominar
desempenho escolar, nogao esta que deve ser discutida mais amplamente, contudo, num
outro momento.

Palavras-chave. Indice de Gini, Probabilidade, Desempenho Escolar

1 Introducao

O nivel educacional de um pais ou de uma sociedade diz muito sobre o seu desenvol-
vimento econoémico e social e vice-versa. De acordo com Piketty [5]

A segunda conclusado, que constitui o cerne deste livro, é que a dinamica
da distribuicao da riqueza revela uma engrenagem poderosa que ora tende
para a convergéncia(®), ora para a divergéncia, (...). As principais forcas
que propelem a convergéncia sao os processos de difusao do conhecimento e
investimento na qualificagao e na formacao de mao de obra. (...) O processo
de difusdo de conhecimentos e competéncias é o principal instrumento para
aumentar a produtividade e ao mesmo tempo diminuir a desigualdade, tanto
dentro de um pais quanto entre diferentes paises, (...). [5, pp. 27-28]

Por esta razao, as avaliacoes da educacao em larga escala tém assumido um papel
marcante nas politicas educacionais brasileiras. Neste artigo, propomos uma metodologia
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3Isto é, que reduzem e comprimem a desigualdade.
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para medir o desempenho escolar inspirada no chamado indice de Gini, o qual foi ori-
ginalmente usado para medir desigualdade de renda e riqueza. Este indice, introduzido
pelo estatistico italiano Corrado Gini [3] (veja também [2]), é baseado na curva de Lorenz,
nome em homenagem ao economista americano Max Otto Lorenz [4].

A curva de Lorenz é o gréfico de uma fungao que associa a cada p € [0, 1] uma fragao
de um certo bem (renda, riqueza, comida, terra, notas de uma avaliacdo, etc.) obtidos
pelos 100p% mais pobres de um grupo ou populacao. Esta funcao é crescente, convexa e
seu grafico situa-se abaixo da reta da funcao identidade no intervalo [0, 1]; chamaremos
a reta identidade de reta de igualdade perfeita. Em outras palavras, se a populacao esta
alinhada por ordem crescente das partes de seus bens em questao, entao a cada p € [0, 1]
o numero L(p) é a fragdo da totalidade deste bem pertencente a fragdo p mais pobre da
populagao. Assim, a curva de Lorenz y = L(p) indica a fragao do recurso @ recebida pela
p-ésima fracdo inferior da populacdo quando esta estd ordenada em forma crescente. A
curva de Lorenz seria, em teoria, a prépria reta de igualdade perfeita L(p) = p se todos
recebessem a mesma fracao de (J; veja Figura 1.
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Figura 1: Curva de Lorenz e reta de igualdade perfeita

O indice de Gini é, por defini¢do, a razao entre a area compreendida entre a curva de
Lorenz e a reta de igualdade perfeita e a area abaixo desta reta, isto é

1
G=2 [ - Ly 1)

Segue que G consiste de um valor entre 0 e 1. Intuitivamente, quanto mais proxima a
curva de Lorenz estiver da reta de igualdade perfeita mais igualitaria é a distribuicao
do recurso; isso reflete numericamente numa menor area situada entre ambas as curvas,
portanto num menor indice de Gini. Assim, G é tanto menor quanto mais igualitdria é
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a distribuicdo de um recurso e tanto maior quando menos igualitaria for a distribuicao
deste mesmo recurso. Por outro lado, pouco se pode deduzir de seu valor absoluto, exceto
quando comparado com um outro valor referente a distribuicdo do mesmo recurso numa
outra populagao.

Por exemplo, segundo dados do Banco Mundial, o Indice de Gini relativo & distribuigao
de renda no ano de 2015 é igual a 0,29 para a Suécia e 0,51 para o Brasil. Estes valores
indicam que h& diferencas significativas entre ambas as sociedades, mas nao mostram
diferencas concretas como as regalias de politicos e juizes (gritantes no Brasil e inexistentes
na Suécia) ou, ainda, a auséncia de taxagao sobre lucros e dividendos no Brasil e presente
nos paises ditos desenvolvidos; esta é uma das principais criticas a este indice.

Através de uma conexao com a teoria de probabilidades, Farris [1] introduz um certo
parametro, denominado ddlar médio, que aponta novas interpretacoes para o indice de
Gini, permitindo aprofundar o entendimento do indice como medida de desigualdade de
uma outra perspectiva. Inspirados no trabalho de Farris [1], construimos neste artigo um
procedimento baseado no conceito de curva de Lorenz e no indice de Gini para medir o
que chamamos de desempenho escolar, ou seja, as habilidades que as pessoas demonstram
numa avaliagdo (ou exame) e cujos resultados sao dados em forma de uma tnica nota.

Do ponto de vista da formulagao original do indice de Gini, numa avaliagdo com notas
variando de 0 a 10, o cendrio em que todos os alunos tiram nota 1 é tao bom quanto aquele
em que todos tiram, digamos, 6, bem como aquele (altamente improvavel) em que todos
tiram 10; em ambos os casos, as notas estao “bem distribuidas”. Entretanto, é razodvel
que o terceiro cendrio seja preferivel ao segundo cenario que, por sua vez, é preferivel ao
primeiro. Nossa versao do indice de Gini tenta incorporar a ideia de que nao apenas uma
certa uniformidade na distribuicdo das notas é desejavel mas também a de que “quanto
maior forem as notas obtidas, melhor”.

Suponha que N individuos realizem um exame com quantidade total M de pontos.
Sejam 0 = 29 < 1 < -+ < &, = M uma partigdo do intervalo [0, M], o qual corresponde
a faixas de notas atribuidas a priori. Suponha que agrupemos as pessoas que pertencem
a mesma faixa, de tal forma que h; individuos tenham obtido notas no intervalo [0, z1),
ho individuos tenham obtido notas no intervalo [z1,x2) e, mais geralmente, h; individuos
tenham obtido notas no intervalo [z;_1,z;). Além disso, suponha que a nota média no
intervalo [z;_1,x;) é &. Todas estas informagcoes podem ser organizadas na Tabela 1, onde
a i-ésima linha contém dados relativos ao intervalo [z;_1,x;), comi=1,---  n.

Tabela 1: Notas em exame com valores agregados.

Intervalo de Notas Numero de pessoas no intervalo Nota média no intervalo

[z0,21) hy &1

[$n—17 xn) b, &n

Sejam N = >, h; o nimero de individuos submetidos a um exame, T' = > """ | &h;
o numero de pontos obtido pela totalidade destes individuos neste exame, o qual é uma
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fragao do valor total 7 = M N de pontos que exame poderia “distribuir”. Os ntmeros

1 J
pj:N;hi

sao os n pontos ao longo do eixo horizontal, entre 0 e 1, representando os percentis em
ordem crescente de desempenho na avaliagdo. O andlogo da curva de Lorenz aqui é a
funcao L definida por

Lip)= -3 &he (1<j<n) 2)
i=1

Diferentemente do caso da distribuicao de renda onde todos os recursos sao distribuidos,
aqui apenas parte de todos os recursos sao distribuidos; na verdade, o recurso esta dis-
ponivel, mas deve ser “conquistado”, e sua distribuicdo completa ndao é obrigatéria. A
menos que todas as pessoas obtenham a nota méaxima (algo altamente improvével), sem-
pre teremos L(1) < 1.

Seguindo Farris [1] escrevemos a equagao (2) como uma soma de Riemann

L) = 1Y 6t -peN = [ o) dn 3)
i=1 0

onde o(p) = &j/M sempre que pj—; < p < p;. Conforme explicado em [1, p. 855, a
definicao

Lip) = /0 " o(q) dg (4)

se resume a estender a curva de Lorenz, inicialmente definida no ponto p;, através de
interpolacao linear e ao mesmo tempo estabelece I como uma fungao nao decrescente e
convexa.

Note que

1 1 — T
/0 o(p)dp=L(1) = T;fihi =

logo s(p) = (7/T)o(p) satistaz s(p) = 0 e fol s(p)dp = 1, isto é, s é uma funcao densi-
dade de probabilidade. Qual experimento produz uma varidvel aleatéria com esta fungao
densidade? Seguindo Farris [1], propomos o seguinte. Suponha que escolhamos um ponto
aleatoriamente a partir do conjunto que contém todos os pontos atribuidos a todos os
individuos submetidos ao exame. A probabilidade de que este ponto pertenca ao intervalo
[xi—1,2;) é igual a
. . D
S TS i) = [ sw)dp )

Pi—1

Seja p o valor esperado da varidvel aleatéria p € [0, 1] com fungao densidade de proba-
bilidade s, i.e

1
pz/o ps(p)dp.
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Chamamos p de percentil do ponto médio. Este parametro se comporta da seguinte
forma: trata-se de um nimero entre 0,5 e 1; quanto mais bem distribuidos forem os pontos,
mais este parametro estarda préximo de 0,5 e quanto menos bem distribuidos forem os
pontos, mais este parametro estard proximo de 1. Mas, diferentemente de GG, que apenas
fornece o valor numérico de uma determinada area entre graficos, p contém informacoes
mais palpdveis, advindas de sua prépria definicdo. Por exemplo, considere dois grupos de
100 alunos que se submeteram a um exame, cujos valores para p sejam, respectivamente,
iguais a 0,6 e 0,8; a definicdo de p sugere que a média dos pontos (ou o ponto tipico
sorteado do montante de pontos) pertenceria ao individuo localizado na 60* posi¢ao do
primeiro grupo e ao individuo na 80* posicao do segundo grupo. Em particular, se ambos
os grupos obtiveram desempenho aproximadamente equivalente em nimeros absolutos (ou
seja, valores de T' aproximadamente iguais), fica evidente que o desempenho individual é
mais homogéneo no primeiro grupo; evidentemente, isto é mais desejavel do que o caso
em que um pequeno nimero de individuos dentro do grupo apresenta um desempenho
individual muito superior aos demais.

2 Resultado Principal: apresentacao e discussao

Teorema 2.1. Na situacdo anterior, o indice de Gini G e o percentil do ponto médio p

estdo relacionados por
1-G

ﬁ:l—m. (6)

Demonstragdao. Substituindo a equagao (4) na equagao (1) temos que
1
G=2/ [p— L(p)l dp
0

1 1 rp
=2/ pdp—2// o(q)dgdp
0 0J0
1 pl1
=1—2// o(q)dpdq
0Jq
1

=1 —2/0 (1 —q)o(q)dg
1
=1-2L(1) + 2L(1)/0 qs(q) dg.

Isto é claramente equivalente a (6). O
Por outro lado, G pode ser calculado diretamente do conjunto de dados.

Proposicao 1. G pode ser calculado a partir do conjunto de dados como

1 n
G=1-2L(1)+ ;fi(pi—l + pi)hi.
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Demonstragao. Basta desenvolver a integral que define p, quebrando a integral em subin-
tervalos e usando a definicao de s. Os detalhes serao omitidos. 0

Note que L(1) = T'/7 mede a eficiéncia do grupo como um todo. Dado o valor L(1), o
melhor que se pode esperar em termos de equidade é a curva de Lorenz da forma y = L(1)p,
pois isto significa que todos tiveram a mesma nota. A area entre L e esta melhor reta é

G 1-L1L(1
L G 1-L()
2 2
e definimos o indice de Gini intrinseco por

« 1-G

I710))2 L(1)
Ao inserirmos as duas identidades acima na igualdade (6) obtemos

_ 14y
P=—""

3 O calculo do indice em simulagoes de desempenho escolar

Agora, vamos considerar seis possiveis cendrios ficticios que descrevem o desempenho
escolar obtido por um grupo de 100 individuos submetidos a uma prova cujas notas variam
de 0 (zero) a 10 (dez). Em cada cendrio vamos calcular o indice construido na segao anterior
e observar o que acontece com os valores L(1), G e p. As colunas (Cendrios 1, 2, 3,4, 5 e
6) contidas na Tabela 2, trazem o nimero de individuos que tém suas notas nos intervalos
correspondentes. Ao nos movermos do cendrio 1 para o cenério 6 (com excegao do cendrio
3), vemos a massa das maiores notas se deslocarem do intervalo [9,10] para o intervalo
[0,1). Os célculos obtidos para cada cendrio estdo expressos na Tabela 3.

Tabela 2: Simulagoes do ntimero de notas em cada intervalo

Notas Cendrio 1 Cenério 2 Cenario 3 Cendrio 4 Cendrio5 Cenério 6

[0,1) 1 0 40 2 50 91
[1,2) 1 1 2 2 14 1
[2,3) 1 1 0 3 9 1
[3,4) 1 4 0 9 9 1
[4,5) 1 5 0 10 5 1
[5,6) 1 7 0 50 4 1
[6,7) 1 9 0 10 1 1
[7,8) 1 9 0 8 1 1
8,9) 1 14 18 4 1 1
[9,10] 91 50 40 2 0 1
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Tabela 3: Valores em cada cendrio

Cendrios  L(1) G D
1 0,9039 0,1392 0,5238
2 0,7955 0,3068 0,5643
3 0,5376  0,6906 0,7122
4 0,5367 0,5478 0,5787
5 0,1753 0,9341 0,8120
6 0,0579  0,9869 0,8869

4 Conclusoes

Em linhas gerais, este artigo apresenta a proposta de um indicador que usa apenas
uma variavel (a nota) para medir o desempenho escolar de um grupo submetido a uma
avaliacao. Este indice carrega informacoes relacionadas ao desempenho do grupo, tanto no
que concerne & equidade na distribuigdo das notas quanto a sua proficiéncia (interpretada
no contexto do parametro p). E interessante comparar os cendrios 3 e 4. Nossa andlise
mostra que, se valores menores para GG e P sdo preferiveis em situagoes nas quais o total
de pontos é mais ou menos equivalente em niimeros absolutos, entdao o cendrio 4, com a
massa das maiores notas concentradas numa faixa intermediaria, é desejavel a um cendrio
com extremos inflados.
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