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1 Introdução

Os inteiros de Gauss ou inteiros Gaussianos são os números complexos da forma
a+ bi, com a e b inteiros e i =

√
−1. O conjunto formado por todos os inteiros de Gauss

é denotado por Z[i] e este, munido das operações de soma e produto usuais, é um anel
comutativo com unidade, o qual é conhecido como anel dos inteiros de Gauss. Este anel
vêm sendo utilizado em algumas aplicações, por exemplo, na teoria de códigos (ver [1]
e suas referências). Na próxima seção, apresentamos alguns conceitos e resultados de
aritmética em Z[i]. Para elaborar este resumo utilizamos as referências [2] e [3].

2 Inteiros de Gauss

A norma de um inteiro gaussiano α é definida como N(α) = αᾱ, no qual ᾱ representa
o conjugado de α. Para quaisquer α, β ∈ Z[i], tem-se N(αβ) = N(α)N(β), isto é, a
norma é multiplicativa. Os inteiros de Gauss que possuem inverso multiplicativo são ±1
e ±i. Dados α, β ∈ Z[i], dizemos que α é um múltiplo de β (ou β é um divisor de α)
em Z[i] se, e somente se, α = γβ, para algum γ ∈ Z[i]. Os múltiplos de α = 3 + i estão
ilustrados na Figura 1(a). (Divisão Euclidiana) Para quaisquer α, β ∈ Z[i], com α 6= 0,
existem γ, ρ ∈ Z[i] tais que β = γα+ ρ e N(ρ) ≤ (1/2)N(α). Por exemplo, se α = 3 + i e
β = −2 + 2i, podemos escrever β = γ1α+ ρ1 e β = γ2α+ ρ2, com γ1 = i, ρ1 = β − γ1α =
(−2 + 2i)− i(3 + i) = −1− i, γ2 = −1 + i e ρ2 = β−γ2α = (−2 + 2i)− (−1 + i)(3 + i) = 2.
Note que N(ρ1) ≤ (1/2)N(α) e N(ρ2) ≤ (1/2)N(α), já que N(ρ1) = 2, N(ρ2) = 4 e
N(α) = 10. Ou seja, ao contrário do que ocorre no conjunto dos números inteiros, na
descrição acima o quociente γ e resto ρ não são univocamente determinados.

Um inteiro de Gauss α, com norma maior do que 1 (note que essa condição exclui
apenas o elemento neutro e os quatro elementos inverśıveis), que possui apenas os fatores
triviais ±α e ±iα é chamado de primo Gaussiano. Por exemplo, 5 não é um primo
Gaussiano, pois 5 = (1 + 2i)(1− 2i) (ou seja, 1 + 2i e 1− 2i são fatores não triviais de 5).
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Dados dois inteiros a e b quaisquer, pode-se mostrar que: (i) Se a e b são ambos não nulos,
a + bi é um primo Gaussiano se, e somente se, a2 + b2 é um primo em Z; (ii) a é primo
em Z[i] se, e somente se, a é primo em Z e |a| ≡ 3 mod 4; (iii) bi é primo em Z[i] se, e
somente se, b é primo em Z e |b| ≡ 3 mod 4. Estes três resultados transferem o problema
de verificar se um inteiro de Gauss é um primo Gaussiano para um problema envolvendo
apenas números inteiros. Na Figura 1(b) representamos todos os primos Gaussianos a+bi,
em que −6 ≤ a ≤ 6 e −6 ≤ b ≤ 6.

(a) Múltiplos de α = 3 + i (b) Primos Gaussianos

Figura 1: Múltiplos de α e primos Gaussianos no retângulo [−6, 6]× [−6, 6].

O anel Z[i] é um domı́nio de fatoração única, isto é, todo inteiro de Gauss com norma
maior do que 1 pode ser expresso como produto de primos Gaussianos e essa decomposição
é única (a menos da ordem e de elementos inverśıveis).
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