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1 Introducao

Os inteiros de Gauss ou inteiros Gaussianos sao os numeros complexos da forma
a + bi, com a e b inteiros e i = v/—1. O conjunto formado por todos os inteiros de Gauss
é denotado por Z[i] e este, munido das operagbes de soma e produto usuais, é um anel
comutativo com unidade, o qual é conhecido como anel dos inteiros de Gauss. Este anel
vém sendo utilizado em algumas aplicagoes, por exemplo, na teoria de cédigos (ver [1]
e suas referéncias). Na préxima segdo, apresentamos alguns conceitos e resultados de
aritmética em Z[i]. Para elaborar este resumo utilizamos as referéncias [2] e [3].

2 Inteiros de Gauss

A norma de um inteiro gaussiano « é definida como N («) = a@, no qual & representa
o conjugado de a. Para quaisquer «,f € Z[i], tem-se N(af) = N(a)N(B), isto é, a
norma é multiplicativa. Os inteiros de Gauss que possuem inverso multiplicativo sao =41
e +i. Dados a,f € Z[i], dizemos que « é um maltiplo de § (ou  é um divisor de «)
em Z[i] se, e somente se, a = [, para algum v € Z[i]. Os multiplos de &« = 3 + i estao
ilustrados na Figura 1(a). (Divisdo Euclidiana) Para quaisquer «, 8 € Z[i], com a # 0,
existem v, p € Z[i] tais que f =~vya+p e N(p) < (1/2)N(«). Por exemplo, se « =3 +i e
B8 = —2+ 21, podemos escrever 8 = yia+p1 e B =ya+ p2, com v, =14, p1 = — o=
(—242i)—i(34+i)=—1—i,9=—14+ieps=B—ya=(—2+2i)—(—1+1i)(3+1i) = 2.
Note que N(p1) < (1/2)N(a) e N(p2) < (1/2)N(a), j& que N(p1) = 2, N(p2) = 4 e
N(a) = 10. Ou seja, ao contrario do que ocorre no conjunto dos nimeros inteiros, na
descri¢ao acima o quociente v e resto p nao sao univocamente determinados.

Um inteiro de Gauss «, com norma maior do que 1 (note que essa condi¢ao exclui
apenas o elemento neutro e os quatro elementos inversiveis), que possui apenas os fatores
triviais £« e +ia é chamado de primo Gaussiano. Por exemplo, 5 nao é um primo
Gaussiano, pois 5 = (14 2¢)(1 — 2i) (ou seja, 1+ 2i e 1 — 2i sao fatores nao triviais de 5).
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Dados dois inteiros a e b quaisquer, pode-se mostrar que: (i) Se a e b sao ambos nao nulos,
a + bi é um primo Gaussiano se, e somente se, a® + b*> é um primo em Z; (ii) a é primo
em Z[i] se, e somente se, a é primo em Z e |a| =3 mod 4; (iii) bi é primo em Z[i] se, e
somente se, b é primo em Z e |b| =3 mod 4. Estes trés resultados transferem o problema
de verificar se um inteiro de Gauss é um primo Gaussiano para um problema envolvendo
apenas numeros inteiros. Na Figura 1(b) representamos todos os primos Gaussianos a+bi,
emque —6<a<6e—-6<b<6.
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(a) Multiplos de o« =3 + i (b) Primos Gaussianos

Figura 1: Multiplos de « e primos Gaussianos no retangulo [—6, 6] x [—6, 6].

O anel Z[i] ¢ um dominio de fatoracao tnica, isto ¢, todo inteiro de Gauss com norma
maior do que 1 pode ser expresso como produto de primos Gaussianos e essa decomposi¢ao
é unica (a menos da ordem e de elementos inversiveis).
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