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Abstract— In this work we analyse mathematical models that describe the dynamics of populations. The
models describe tumor cells interaction with immune system and provide a proposed model of control to uncon-
trolled cell proliferation in brain regions. The proposed immune system consists of resting cells and hunting cells.
Resting cells become hunting cells, but not immediately, so there is the insertion of a delay time in differential
equations used. Interactions between normal and tumor cells used are competitive for available resources and the
chemotherapeutic agent gets into the model as a predator for normal and cancerous cells. In the proposed control
of tumor cell proliferation is considered the process of metastasis from a primary to a secondary source with a
time delay and it is presented a model that describes brain tumor treatment by injection of chemotherapeutic

agents.
Keywords— Differential equations with delay, tumors, chemotherapy.
Resumo— Neste trabalho analisa-se modelos mateméticos que descrevem a dindmica de populagoes. Os mo-

delos estudados descrevem a interagao das células tumorais com o sistema imunolégico e propiciam a proposta
de um modelo de controle para proliferagao celular descontrolada em regides cerebrais. O sistema imunologico
proposto é constituido por células de repouso e celulas de caga. As células de repouso se convertem em células de
caga, porém nao imediatamente, havendo assim a inser¢do de um tempo de atraso nas equagoes diferenciais uti-
lizadas. As interagdes entre as células normais e tumorais utilizadas sdo competitivas para os recursos disponiveis
e o agente quimioterdpico entra no modelo como um predador para células normais e cancerigenas. Na proposta
de controle da proliferagao de células tumorais considera-se o processo de metastase de um foco primdrio para
um foco secunddrio com um tempo de atraso e apresenta-se um modelo que descreve o tratamento de um tumor
cerebral por meio da inje¢do de agentes quimioterdpicos.

Keywords— Equagoes diferenciais com atraso, tumores, quimioterapia.
1 Introducao and Weinberg, 2002).

Neste trabalho apresenta-se um modelo
Em organismos de seres vivos tais como anfibios, matematico que descreve o desenvolvimento de
peixes, répteis, aves e mamiferos, existem grupos cancer cerebral. Para tanto, utilizou-se equacoes
de células” especializadas e organizadas, formando diferenciais com atraso, considerando-se inte-
tecidos que compSem drgaos vitais (Otto, 1997). ragoes entre células cerebrais, bem como os efeitos
Tais organismos apresentam um crescimento celu- de agentes quimioterdpicos (Freedman and Pinho,
lar cuidadosamente regulado, que corresponde 2009).

a suas necessidades especificas, porém, é pos-
sivel um rompimento dos mecanismos reguladores,
acarretando um processo de crescimento celular
nao controlado (Brasil, 2010).

Como exemplo deste descontrole tem-se as
neoplasias, comumente chamadas de “tumores”.
Um tumor pode surgir a partir de alteragoes
genéticas que acabam permitindo que células neo-
plasicas liberem os mecanismos homeostéticos,
que regulam a proliferacdo celular normal (Hahn

2 Tumor - Sistema imunolégico

Aqui sdo apresentadas as solugoes de um sistema
de equacgoes diferenciais que descrevem o atraso
de interacao entre as células tumorais e o sistema
imunolégico. Existem dois ramos de respostas
do sistema imunolégico: a imunidade humoral
e imunidade mediada por células(Banerjee and

1Célula é a unidade bésica estrutural e funcional dos Sarkar, 2008)' Na imunidade humoral a resposta
seres vivos. imunolégica é realizada por anticorpos, produzi-
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dos pelos linfécitos? B, diferente da imunidade me-
diada por células, que sao realizadas pelos linfé-
citos T.

A imunidade mediada por células envolve
a produgdo de linfécitos T citotéxicos (CTLs),
macréfagos ativados, ativacio de células NK? e
liberacao de varias citocinas em resposta a um
antigeno mediado por linfécitos T, essa ndo en-
volve quaisquer anticorpos. Os CTLs reconhecem
e destroem células infectadas/tumorais. Os lin-
focitos T citotoxicos ligam-se aos epitopos dos an-
tigenos endégenos* vinculados ao complexo princi-
pal de histocompatibilidade (MHC-I) das molécu-
las da superficie das células infectadas/tumorais
e provocam ruptura ou dissolucao da membrana
plasmaética na célula com perforinas (Banerjee and
Sarkar, 2008).

,

E importante considerar duas espécies celu-
lares para modelar a interacao tumor-sistema
imunoldgico: células T e as células tumorais. As
células T podem ser classificadas em células de
caca (linfécitos T citot6xicos - CTLs), células T
em repouso e células T auxiliares. Os CTLs ata-
cam, destroem ou ingerem as células tumorais.
As células T auxiliares estimulam a liberagao de
citocinas, que ativam os CTLs para coordenar o
contra-ataque. As células T em repouso podem
ser convertidas em CTLs para que assim possam
cacar e destruir as células tumorais. Utilizou-
se o crescimento logistico para modelar o cresci-
mento das células tumorais e células T em re-
pouso. No modelo, as células tumorais sao des-
truidas em uma taxa proporcional a densidade de
células tumorais e células de caca. Além disso,
ha um decréscimo nas células de caca devido ao
encontro com as células tumorais. Considera-se
que as células T em repouso sao convertidas em
células de caga (CTLs) ou por contato direto com
os CTLs ou por contato com citocinas produzi-
das pelas células T auxiliares. O processo de ati-
vagao e conversao de células T em repouso em
células T citotéxicas de caca (CTLs) nao é ins-
tantaneo, possui um tempo de atraso. Isso faz
naturalmente com que o modelo leve em consi-
deragao o fator tempo de atraso (7 em unidades
de tempo), no tempo de conversao (de repouso ao
estado de caca) e no tempo de crescimento das
células de caga. Outra consideragao utilizada é
que se uma célula foi convertida, nunca retornara
para a fase de repouso e de que células ativas mor-
rem em uma probabilidade constante por unidade
de tempo. O modelo matematico que descreve tais
consideragoes tem a forma apresentada a seguir

2Linfécito é um tipo de leucécito (glébulo branco) pre-
sente no sangue.

3Células NK (do inglés Natural Killer Cell) ou células
exterminadoras naturais sdo um tipo de linfécitos respon-
saveis pela defesa especifica do organismo.

4Endégeno significa que é produzido ou que se desen-
volve no interior do organismo.
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(Banerjee and Sarkar, 2008):

WO 1—1‘1(1t>)—a1M<t>N(t>,

%ft) — BN(H)Z(t—7) — dN(?) (1)
— M),

2O _ ) (12,6(;))@(1%)2@7),

onde M, N, Z sao o nimero de células tumorais,
células de caca e células em repouso; r1 e 72 > 0
sao as taxas de proliferagao de células tumorais e
células em repouso; ki, ke > 0 representam, res-
pectivamente, o nimero maximo de células tu-
morais e das células em repouso.

O termo —d; N representa a morte natural
das células de caga (dy é uma constante positiva);
—a1 M N o decrescimo de células tumorais devido
ao encontro com as células de caga e —asMN o
decréscimo de células de caga devido ao encon-
tro com as células do tumor. H& um atraso na
conversao da fase de repouso para a fase de caga
(CTLs), que explica o termo —SN Z(t — 7) na ter-
ceira equacao. Este atraso na transformacao induz
um atraso no aumento do nimero das células de
caga, e isso faz com que o termo SN Z(t —7) esteja
presente também na segunda equagao.

Na Figura 1 (a) apresenta-se o comporta-
mento do sistema “Tumor - Sistema imunolégico”
para 7 = 44, observou-se que para um valores
menores de 7 o sistema apresenta poucas o0s-
cilagoes no inicio do tempo e rapidamente atinge o
estado estaciondrio, conforme a Figura 1 (b) onde
utilizou-se 7 = 10. Ja para um 7 maior hd muitas
oscilagoes durante todo o tempo mantendo um es-
tado oscilatério, conforme observa-se na Figura 1
(c) para 7 = 46.

Figura 1: Evolugao temporal do nimero de células
do sistema (1) para (a) 7 = 44, (b) 7 = 10 e (c)
T = 46.

1x10" T T T T T

e @

Z 5x0° i

= |
% 0000 ; ‘ ; T 00 50000
i t (dias)

1x10' T T T T T T T T T
N (b)]
Z 5)(105 —

Para valores de atraso a partir de 7 = 45,6 ~
46 dias, o estado deixa de ser estacionario e passa
para um estado oscilatério conforme pode-se ob-
servar na Figura 1 (c).
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Para 7 = 45,6 dias, uma solugao de pequena
amplitude periédica ocorre e é o caso de bifurcagao
Hopf. A bifurcacao Hopf ocorre quando um ciclo
limite é formado em torno de um ponto fixo, o
que resulta em solugoes estaveis periédicas. Neste
modelo a oscilagdo estdvel persiste até 7 = 54. A
existéncia de solucgoes periddicas é relevante em
modelos de tumor. Isto implica que os niveis de
tumor podem oscilar em torno de um ponto fixo,
mesmo na auséncia de qualquer tratamento.

3 Controle de cancer

Considera-se um sistema com seis equagoes dife-
renciais, trés representam as interagoes entre
as células normais, células tumorais, e agentes
de quimioterapia no foco primério e as demais
equacoes representam as mesmas interacoes, no
foco secundario. Também é levado em conta a
migracao das células tumorais a partir do foco
primério para o foco secundédrio com um tempo
de atraso (Pinho et al., 2002).

Modelou-se o sistema por meio de cinco
equagoes diferenciais ordindrias e uma equagao
diferencial funcional. Visa-se simular as interagoes
entre as células normais, as células tumorais e
os agentes de quimioterapia em cada foco®, com
metéstase do tumor do foco primario para o foco
secundario.

Sejam x1(t) e x2(t) as concentragoes de célu-
las normais e tumorais no foco primario, respec-
tivamente, e y(t) a concentracdo do agente de
quimioterapia no foco primério. Da mesma forma,
define-se uq(t) equivalente a x1(t), ua(t) equiva-
lente a x5(t) e z(t) equivalente a y(t) no foco se-
cundario. Isso leva ao modelo (Pinho et al., 2002):

() = mm(n)(1- 9”;{(?) g (B)za(t)
@)
a1 + J)1(t) ’
.’i?Q(t) = Oég.’l?g(t) (1 — .%‘;{(:)) — qul(t)acg(t)
paz2(t)y(t)
- as +£C2(t) *5I2(t)7
. . C1$1(t) Cgl‘g(t)
§e) = A= [5 * a1 +z1(t) a2 +x2(t) u(t),

56rgdo fisiolégico infectado pelo tumor.

SProcesso pelo qual o cancer se espalha a partir de um
foco priméario num dado érgao para um foco secundario em
outro érgao fisiolégico por meio da corrente sanguinea ou
do sistema linfatico.

010034-3

wn(t) = Blul(t)(l—ui(lt))—rlul(t)uQ(t)
ia(t) = 52@(15)(1_“2(;))—r2u1(t)u2(t)
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Para as células normais e tumorais em ambos
os focos com a concorréncia em cada foco entre as
células normais e as cancerigenas utilizou-se um
crescimento logistico. O agente de quimioterapia
age como um predador em ambas as células nor-
mais e cancerigenas em cada foco. Além disso, hd
um possivel tempo de atraso (1) o qual as células
tumorais levam do foco priméario até a interagao
com o foco secundario.

Apresenta-se na Figura 2 a evolugdao tempo-
ral do nimero de células com x5 = 0,5. Nas Fi-
guras 2 (a) e 2 (b) apresenta-se o comportamento
do agente de quimioterapia no foco primario e se-
cunddrio, respectivamente. Observa-se na Figura
2 (c) a evolugdo das células normais no primeiro
foco do tumor, verificando que com a condigao
inicial 7 = 500, e quimioterapia y = 90, ra-
pidamente o sistema dobra o nimero de células
normais, contudo, na sequéncia vai a zero, repre-
sentando um estado em que as células tumorais
vencem as normais. Pode ser observado na Figura
2 (e) que iniciando com o nimero de células tu-
morais, o = 0,5, rapidamente atinge-se o limite
x9 = Ko = 2100, que representa nimero maximo
de células tumorais que o primeiro foco suporta.

Figura 2: Evolugao temporal do controle continuo
de cancer considerando o = 0,5, 7 = 1 e agdo nos
focos primaério e secundario, respectivamente, em
(a) e (b) agente quimioterédpico; (c¢) e (d) células
normais; (e) e (f) células tumorais.
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Nas Figuras 2 (d) e 2 (f) observa-se o com-
portamento das células normais e tumorais, res-
pectivamente, no segundo foco do tumor. E pos-
sivel verificar um comportamento semelhante ao
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do foco primério, com a condigao inicial u; = 100,
rapidamente atinge-se o limite w1y = L1 = 1750 e
na sequéncia vai a zero, assim como, o nimero
de células tumorais atinge rapidamente o limite
ug = Lo = 2300. Dessa forma, na Figura 2, com
xo = 0,5, as solugoes aproximam-se do equilibrio
E5(0, &2, 9,0, s, 2), isto é, aproximam-se do equi-
librio de células nao normais, ou seja, nao ha célu-
las normais em ambos os focos, representando o
estado em que as células tumorais venceram em
ambos os focos.

Na Figura 3, utilizando-se as mesmas
condigoes iniciais da Figura 2, contudo o tempo
de atraso aumentado para 7 = 10, observa-se que
o efeito de 7 atrasa o momento em que as células
tumorais do foco secundario dominam as células
normais.

Figura 3: Evolucao temporal do controle continuo
de cancer considerando zo2 = 0,5, 7 = 10 e agao
nos focos primario e secundario, respectivamente,
em (a) e (b) agente quimioterapico; (c) e (d) célu-
las normais; (e) e (f) células tumorais.
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4 Controle de cancer no cerebral

Tumores de cérebro sao neoplasias raras, represen-
tam menos de 2% de todas as neoplasias malig-
nas, mas apresentam importancia epidemiolégica
devido a sua crescente incidéncia e elevada mor-
bimortalidade” (Kleihues and Cavenee, 2000). O
termo “tumor de cérebro” é bastante geral visto
que inclui vérios tipos de tumores benignos e ma-
lignos, classificados com base na histopatologia
em: tumores do tecido neuroepitelial, também
conhecidos por neuroglioma ou glioma, incluindo
o astrocitoma, astrocitoma anaplasico, glioblas-
toma, oligodendroglioma e ependimona; tumores
das meninges, incluindo meningioma e heman-
gioblastoma; tumores de células germinativas e tu-
mores da regiao selar, incluindo tumores da pitu-
itaria e craniofaringioma. Os tumores de cérebro
mais comuns sao os gliomas, que se desenvolvem
nas células da glia (Luz, 2010).

"Morbimortalidade refere-se ao impacto das doencas e
das mortes que incorrem em uma sociedade.
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As células glias dao suporte estrutural e
metabdlico para os neuronios. Os neurdnios nao
sao afetados diretamente pelas células cancerige-
nas, contudo, o cancer afeta as células glias e nao
é possivel afetar um conjunto de células glias sem
afetar de alguma forma os neurénios(Glees, 1955).
O aumento da concentracao das células cancerige-
nas acarreta em uma diminui¢ao da concentragao
de células glias o que produz uma diminuigao
dos neurénios pela falta de suporte (Lent, 2010).
Sendo assim, é necessario considerar o tempo de
atraso 7 que as células cancerigenas levam para
afetar os neuronios.

Para modelar o crescimento de tumor cere-
bral considera-se as concentragoes de células glias
G(T), neuronais N(T) e cancerigenas C(T) e o
tratamento do tumor por quimioterapia Q(T).
Assim, o modelo, inspirado nos modelos aborda-
dos nas segoes anteriores e em (Pinho et al., 2013),
resulta em:

0~ aem(1- 40) - wemen)
_ PG(D)Q(T)
A +G(T)
do(r) o(T)
= 20 (1- ) = LGT)C(T)
_ RO(M)Q(T)
Ay +C(T)
d]Z;T) = —U3[G(0) — G(T — 71)]0;0N(T)
_ BNMQ®)
As+N(T) "’
dQ(T)
oA - CQ(T), (3)

onde o delta de Kronecker d;; é definido como
=7,

1, se
dij = C
0, se i#j,

sendo 4,7 € Z, para este caso j =0 e

i=1, se G>0,
i=0, se G<O.

Considera-se o crescimento logistico para
a concentracao de células glias e cancerige-
nas, ocorre um decréscimo no numero de
células glias devido ao encontro com célu-
las cancerigenas, bem como no nuimero de
células cancerigenas pelo encontro com célu-
las glias, explicando os termos —VUG(T)C(T)
e —UyG(T)C(T) nas duas primeiras equagoes.
O decréscimo de células glias e cancericenas
devido ao efeito da quimioterapia é expli-
cada pelos termos —P G(T)Q(T)/(A1 + G(T))
e —P,C(T)Q(T)/(As + C(T)). Tais termos
referem-se ao efeito da quimioterapia, con-
siderando a resposta funcional do tipo Michaelis-
Menten (Aroesty et al., 1973), sendo a taxa de
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mortalidade per capita das células tumorais dada
por PLQ/(Ar +Q), k=1,2,3.

Embora existam casos de renovagao funcional
do neurénio lesado ou a formacao de um novo
neurénio, este modelo desconsidera tais casos,
visto que a formacgao de um neurénio, denominada
neurogénese, ¢ um processo lento e, na maioria
das vezes, a nova célula nervosa nasce em deter-
minada regiao cerebral para depois migrar em di-
recao ao local onde outro neurénio foi destruido.
Em muitos casos, as redes de neurdnios sao re-
arranjadas e as sinapses (conexoes entre eles) sao
reforgadas por meio de estimulagoes.

Dessa forma, a equagao que descreve a
dinamica da concentracao de neurénios deve in-
cluir o termo —¥3[G(0) — G(T — 7)[N(T) que
descreve o dinamica de neurénios em relagao as
glias. Este termo descreve a perda de neurdnios
quando existe perda de células glias, isto é, quando
G < 0. Se G >0, significa que nao ha perda
de células glias e neste caso nao ha perda de
neuronios, isto justifica o uso do delta de Kro-
necker d;; que controla o sinal de G de forma
que, no caso de sinal positivo, fica apenas o
termo —P3N(T)Q(T)/(As + N(T)) que descreve
o efeito da quimioterapia sobre os neuronios.

O termo P,Q/(Ar + Q), k = 1,2,3 é inter-
pretado como a perda de viabilidade celular por
acao de droga, onde () é a concentragao local de
quimioterapia; P, e Ap podem ser escolhidos de
modo a refletir o impacto do ciclo especifico da
droga. Ay segue a partir das observagoes em que
a saturacao do efeito do farmaco ocorre para uma
certa concentracao de droga, e Py, resulta da cor-
respondente fragao sobrevivente de droga.

A dinamica de concentracao de agentes
quimioterdpicos é descrita por ®—(Q(T) onde ® é
a taxa de infusao continua de quimioterapia e ¢ é
a taxa de eliminagao do agente de quimioterapia.

Figura 4: Evolugao temporal do controle continuo
de cancer cerebral, considerando A =75 e 7 = 5.
Em (a) glias; (b) neurénios; (¢) cincer cerebral e
em (d) agente quimioterdpico.
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O sistema de controle de céancer cerebral
atinge o equilibrio E(g, 0,7, q), que representa um
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estado de cura, apresentado na Figura 4 (a) glias,
(b) neurénios, (c¢) cancer cerebral e (d) agente
quimioterapico.

Figura 5: Evolugao temporal do controle continuo
de céncer cerebral, considerando A =0 e 7 = 5.
Em (a) glias; (b) neurdnios; (c) cancer cerebral e
em (d) agente quimioterapico.
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A fim de  verificar a “hipdtese do
cancer”’(Pinho et al., 2002), foi eliminado a
quimioterapia, fazendo A = 0 e admitindo-se
a condicdo inicial ¢(0) = 0, o sistema atinge

o equilibrio F5(0,¢,m,0) que representa um
estado em que o cancer vence as células glias,
apresentado na Figura 5(a) glias, (b) neurdnios,
(c) cancer cerebral e (d) agente quimioterapico.

5 Conclusoes

Apresentou-se a andlise dos efeitos das inte-
ragoes entre células tumorais e células do sistema
imunolégico por meio de um sistema de equagoes
diferenciais nao-lineares com atraso. O modelo
proposto é relativamente simples. A principal
diferenca entre o sistema apresentado e os outros
nesse sentido é o uso da equacao diferencial com
atraso, que aparece naturalmente quando se con-
sideram as interagoes celulares.

Analisou-se um modelo de controle do cancer
em que ocorre a metdstase das células tumorais.
Utilizou-seo um sistema de seis equagoes diferen-
ciais para o modelo. Nas andlises, foi incorporou-
se a “hipétese de cancer”, a qual afirma que nao
havendo o tratamento, o cancer sempre ganha a
competicao com as células normais em qualquer
foco da doenga.

Sendo assim, exceto em poucos casos em que
as respostas imunoldgicas naturais sao capazes
de conter o cancer, as células tumorais acabam
por superar as células normais a ponto de causar
a morte, independentemente de quando ocorre a
metéastase, ou seja, independente do valor de 7.

Observou-se que mantendo as mesmas
condicoes iniciais e variando-se apenas o tempo
de atraso 7 o modelo atinge o mesmo equilibrio.
Contudo, o efeito de 7 atrasa o momento em que
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as células tumorais do foco secundario dominam
as células normais desse foco.

Com relacdo ao modelo de controle de tu-
mor cerebral, observa-se que no inicio ha um
decréscimo de células glias, contudo, quando
a doenca é estabilizada, as glias recuperam-se
atingindo um limite e as células cancerigenas, de-
vido ao efeito da quimioterapia vao rapidamente
a zero. Qaunto ao comportamento do nimero de
neurénios, quando hé diminuicao no numero de
glias ha queda no nimero de neurénios, contudo,
quando as glias recuperam-se, nao ha recuperagao
do ntimero de neurénios, continuam a diminir pelo
efeito da quimioterapia.
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