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Resumo:

Neste artigo introduzimos uma nova formulagcdo descontinua para o modelo de placas de Reissner—
Mindlin que combina o método de Galerkin descontinuo como técnicas de superpenalizagdo fraca. Com-
binando estimativas residuais com operadores de enriquecimento provamos otimas estimativas de erro
a priori na norma energia.
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A formulagdo fraca para o modelo de placas de Reissner—Mindlin é: Dado g € L?(Q) e f €
L%(Q;R?), encontre (6, w, v) € H} (Q;R?) x HY(Q) x L?(;R?) tal que
a(6,n) + (v,ma = (f,ma V n € Hy(%R?)
~(v, Vo) =(g,v)a ¥ ve Hy(Q) (1)
t2,U,71<"Y, ¢)Q - (0 - VU}, d))ﬂ =0 Vv d) € LQ(Q7R2)

Aqui, e ao longo deste artigo, ¢ é a espessura da placa, 2 ¢ um dominio poligonal convexo, e(§) € a parte
simétrica do gradiente de &,

2uA
24+ A

Col) = 5 [2pel€) + 5 o dive ]

em que p e A sdo os coeficientes de Lamé e I € a matriz identidade 2 x 2, e

a(6,m) = (e(8),C e(n))a-

Neste artigo introduzimos uma nova formulagdo locking-free completamente descontinua para (1),
que combina o tradicional método de Galerkin descontinuo (dG - discontinuous Galerkin methods ) com
os métodos de penalizagdo interior superpenalizados fracamente (WOPSIP-weakly over-penalized sym-
metric interior penalty methods). Para a primeira equacdo do modelo de Reissner—Mindlin aplicamos a
mesma formulagdo usada, por exemplo, em [1, 2, 5], enquanto que para a segunda equacdo introduzimos
um tipo de método WOPSIP similar ao apresentado em [9]. Com esta estratégia o termo de penaliza¢io
para o deslocamento sera superpenalizado. No entanto, para aproximagfo polinomial com grau k& = 2,
para o qual temos a regularidade tedrica requerida disponivel para dominios convexos (veja Teorema 5 e
[3, 4]), a superpenalizacdo (poténcia de h) serd a mesma que a usada em [5] e também em [18, 19, 20]
para a equacao biharmdnica.
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Por combinar o dG com técnicas WOPSIP, a formulacdo resultante ndo € consistente. Isto nos im-
pede de obter a ortogonalidade de Galerkin. Desse modo, a anélise de erro tradicional dos métodos dG
ndo pode ser aplicada. Além disso, como o termo de consisténcia depende da tensdo de cisalhamento,
podemos obter somente subdtimas estimativas de erro se aplicarmos as técnicas de andlise dos WOPSIP.
Para obter 6timas estimativas de erro vamos proceder a anélise através de estimativas residuais, que sdo
tipicas da andlise de erro a posteriori [11, 17, 10, 12], combinadas com operadores de enriquecimento
[6, 7]. Uma abordagem similar foi previamente utilizada, por exemplo, em [13] e [14] para analisar
o método dG sobre minima regularidade. Para ter éxito com esta estratégia precisamos assumir que a
decomposi¢cdo de Helmholtz é valida. Felizmente, este é o caso se K = 2 (pelo menos) e se {2 € um
dominio poligonal convexo, basicamente.

Procedendo dessa forma, nosso principal resultado, o Teorema 5 (para k = 2), mostra uma estimativa
de erro 6tima na norma energia que requer somente a regularidade provada teoricamente para a solugdo
no caso de um dominio poligonal convexo (ou dominio suave). Além disso, as normas da solugdo
presentes no lado direito sdo uniformemente limitadas com relagdo a ¢.

Observamos que no decorrer deste artigo faremos uso da notagdo usual dos métodos de Galerkin
descontinuos e espagos de Sobolev. Para detalhes veja, por exemplo, [5].

1 Formulacao

A nova formulacao para o modelo de Reissner—-Mindlin que combina WOPSIP e dG usa a seguinte forma
bilinear sobre (H'**(T;R?) x H'(T) x L*(T; ]R2))2 comk > 1/2,

Ah(€7 u, C7 n,v, d)) = Z (Cv n-— Vh U)T - (5 - Vh u, ¢)T + tz:u_l(Cv d))T) +
TeT 2)

+Bh(£7 Ir]) + j(u, U)

em que
Bu(é,m) = an(é,m) = > _{Cen(@} [nl) e — 6> _({Cen(m)}, [€]) e + T (&),
EeE Ee&
an&m) = 3 (Cen(€), en(n))r, J&m =3 (1] Il
TeT Ee&
€

Tluv) =Y 2 ([l I o)
Ecg B
Além disso, o e o9 sdo os parametros de penalizagdo, p > 1 (depende de k) serd definido a diante, § € o
pardmetro de ndo simetria/simetria da forma bilinear com —1 < § < 1. O operador IT*~! ¢ a projecdo
ortogonal de L?(E; R?) sobre P_1(F;R?), em que Pj,_1(F) é o espaco dos polindmios de grau menor
que ou igual a k£ — 1 sobre E. Isto nos fornece a seguinte norma energia

I, v, 017 = 1| en(m)llg . + £l

h
B+ Tmm) +T(wo)+ > f 1{C en(m)}1%;
FEe&

para todo (1, v, @) € H*(T;R?) x HY(T) x L*(T;R?).
O método de Galerkin descontinuo com superpenalizacio fraca (AGWOPIP - weakly over—penalized
interior penalty associated with the discontinuous Galerkin method) para o modelo Reissner—-Mindlin é:

Encontre (0},, wp,7y,) € Pr—1(T;R?) x Pr(T) x Pr_1(T;RR?) tal que

Ah(efuwhv’yh; n,v, d)) = (97 U)Q + (fﬂ))Q v (7771)7 ¢’) € Pk*l(Tﬂ RQ) X Pk(T) X Pk'*l(Ta RQ)
(3)

Esta formulacdo difere das apresentadas em [2] e [1] no seguinte: a) a formulacio dGWOPIP nao
contém os termos ({1}, [v])e e ({@}, [wn])e, como as de [2] e [1] ; b) a formulagio dGWOPIP
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ndo necessita reducdo de integracdo (reduced integration) enquanto que em [2] isto é necessério; c) a
formulacdo dGWOPIP superpenaliza o salto do deslocamento (mesmo para k = 2 a penalizagio ¢ dife-
rente); e d) a formulagdo dGWOPIP emprega a projecdo do salto do deslocamento enquanto que em [1]
a projecao ndo € usada.

2 Estimativas Residuais

Como em [1], assumimos que < tem uma decomposicao de Helmholtz na forma
v =Va+Curl(f) com aec H*Q)NHIQ) e g e H(Q)/R, (4)

e que
ledee + 18llke S 1Vlk-10, e llelke +18lk-1.0 S 1V HE-2(div)- (5)

Em que H*~2(div) é o espago formado pelos elementos de H*~2(£2;R?) que tem o divergente em
H*=2(Q). Observamos que este resultado vale para k& = 2 (pelo menos) se €2 é poligonal convexo e se
temos H* regularidade para o problema de Poisson A = div(7y).

O préximo teorema apresenta vdrias estimativas residuais para algumas quantidades de interesse que
serdo necessarias na Secdo 3, para demonstrar estimativas de erro a priori. De modo a obter estimativas
residuais precisas, apresentamos no lema seguinte uma versao discreta da decomposi¢dao de Helmholtz.
Esta decomposigio consiste em dividir qualquer elemento ¢ € Pj,_1(7; R?) em duas partes, em que uma
é o gradiente de z € Py (7 ) eaoutraé o curl de r € Py (7). Para estabilizar essa divisdo assumimos que
zll1,n + lI7l1,n S ||@llo,n- Outra versdo discreta da decomposi¢ao de Helmholtz pode ser encontrada
em [15, Lema 5.2].

Lema 1. Qualquer elemento ¢ € Pr_1(T;R?) pode ser escrito como V}, z + Curly(r) em que z €
Pi(T), r € Pe(T) e Curl(r) = (0r/dy, —0r/0z).

Claramente a decomposi¢do do Lema 1 ndo € unica, por exemplo, adicionando qualquer constante
a z e/ou r o resultado continuard sendo uma solu¢do. Explorando essa liberdade, vamos requerer para
qualquer ¢ = V3, z+ Curly(r) € Pr1 (T, R?) que [ zde = [padre [prde= [,8dxVTeT,
em que « e 3 sdo dados por (4).

Na sequéncia vamos aplicar o Lema 1 somente para um subespaco de Pj_1(7, R?) que consiste de
todos os elementos ¢ € Pj_1(T,R?) tal que I, 7 € H*(Q) N Px(T), em que [ e r sdo a contraparte
de ¢, isto é, ¢ = V[ + Curl(r). Usando este subespaco os resultados dos Teoremas 2 e 4 tornam-se
mais claros, e a demonstracdo da estimativa de erro para a solu¢do do dGWOPIP (Teorema 5) ndo é
comprometida.

Observamos que a demonstra¢do do préoximo teorema € baseada nas ideias descritas em [13, Lema 2.2].

Teorema 2. Sejan, ¢ € Py_1(T;R?) arbitrdrios mas tal que ¢ = V z + Curl(r) com z,7 € Pp(T) N
HY(QY). Entdo, para g, € Pip(T) e £}, € Pr_1(T;R?) vale para todo T € T e para todo E € £()
que

hrl[fp + divi C en(n) — @l Sl e(8) — en(n)llr + lla = 2llz + |8 = rllr+

+ 1 fr = Fullz—(), (6a)

hrlgn — divi(@) |l Sl V(e = 2) e + lgr — gnllz-1¢7)s (6b)
L 2IC en(mlle I e(8) — en(m) g + o — 2llug + 118 — lluy+

+ 1 fe— Fulla-—1(wp): (6¢)

RGeSV (@ = 2) g + 195 = 90l 1 (o) (6d)

Aqui e no decorrer deste artigo, gv = g1, §E = Y|, (idem para f) e wp = T;UT; em que T ﬂTj =F.
Além disso, uma desigualdade a < b substitui a < Cb com uma constante multiplicativa C independente
de t, hT eh o8
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3 Analise de erro a priori

Nesta secao usamos as estimativas residuais para obter uma 6tima estimativa de erro na norma ener-
gia. Inicialmente, lembramos algumas defini¢des e resultados. Iniciamos com o seguinte lema que foi
provado em [9].

Lema 3. [9, Lema 2.2] Qualquer v € H'(T) satisfaz

> el < W = 3 1 9aolfe + 3 Il

Eecg TeT E65

Consideramos o seguintes operadores de enriquecimento construidos usando técnicas de médias (veja
[6] e [7] para detalhes): Ey, : Pp_1(T;R?) — Pr_1(T;R?) N H&(Q, R?) tal que

1/2 1/2
<Z hi”||Eam — nll%) + I VaErn —n)lla < [0l = (Z len(mF+ 7|| n]]ll;;)

TeT TeT pee -
e En : Pr(T) — Pr(T) N HY(Q) tal que
1/2
(Z h?|[Env — U||%’> + [ Va(Env = v)ll < [[v]|n- ®)
TeT

A desigualdade prévia (7) segue de propriedades do operador de enriquecimento e da desigualdade
discreta de Korn (veja [8] e [2]), enquanto que (8) segue de propriedades do operador de enriquecimento
e do Lema 3 (lembre que p > 1).

Lembramos agora das seguintes defini¢des de oscilacdo para uma funcgdo escalar e para uma fungdo
vetorial

1/2 1/2
Osc(g (Z gz = PallFi-1(0y) ) e Osc(f) = (Z If e~ Pf|?f—1<wE>> )

Ec& Ec&
em que P : L%(Q) — P.(T) é a projegio ortogonal de L? em Py (T),e P : L2(Q; R?) — Pp_1(T;R?)
é a projecdo ortogonal de L? em Py,_1(T;R?). Isto &,

/(Pg —glvder =0 Y v &€ Py(T) (analago para Pf).
Q

Como provado em [13], se f € LP(; R?) para p > 1 temos que

Osc(f) S W 2027 VD|f — P 1na), ©)
em que p e ¢ sdo tais que 1/p + 1/g = 1. De mesmo modo, é possivel obter que
Osc(g) S W' ~>1271Dlg — Pyl| ey (10)

se g € LP(Q)) parap > 1.

Teorema 4. Seja (0, w,~) a solugcdo de (1) e seja (0, wn,~},) a solugdo da formulagdo dGWOPIP (3).
Assuma que a decomposicdo de Helmholtz (4) é vdlida. Entdo

16 = 0n,w — wh,y =yl < Osc*(g) + Osc®(f) + W7~ v [la+

+ inf a— 2|28 =2+ V(=22 + (B + )|y — b)12
b ePT R {TGZT(” ot 18 =l 1 90— 2+ (™ + )y - 013

+ inf {16 —nl3 + 7210 - Vw—(n- Vi), +
ne 'Pk71(7—; R2)
S 'Pk(T)

+ 37 2 {Cen(6 — I} + T (w vy —v>}?

EeS
em que ¢ =V, z + Curl(r) com z,r € Pp(T) N HL(Q).
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Observamos que a demonstracio deste resultado segue de dividir o erro em duas partes, em que uma
estd relacionada com o erro de interpolagdo e a outra estd relacionada com o termo de consisténcia e com
a ndo conformidade do método (como no segundo lema de Strang). Usando operadores de enriqueci-
mento e estimativas residuais limitamos o erro relacionado ao termo de consisténcia e ndo conformidade
por um fator similar a um erro de interpolacdo, mais um fator (os termos com o coeficiente h”~! no
Teorema 4) que é controlado pela superpenalizagdo. Para assegurar a convergéncia precisamos escolher
p apropriadamente, isto significa superpenalizar o salto do deslocamento em (2). Com esta estratégia po-
demos provar uma 6tima limitagdo de erro a priori (veja Teorema 5). A motivacdo em usar esta estratégia
tem origem em [14, Lema 2.1], onde esta decomposicao de erro é explicita. Infelizmente a andlise aqui
¢ mais complicada porque a condicido N3 necessaria para o [14, Lema 2.1] ndo foi estabelecida.

Novamente como em [1], seja o € Py(T) N H(Q) e B € Pe(T) N HE(Q)/R os interpolantes de
« e [3, respectivamente, os quais satisfazem as seguintes estimativas

lo = a'llo + hla — o'l o Shflelee  £=1,... .k, an
18 = Blla +hl8 ~ 'l S hBlea €=1,....k.
A escolha de 4/ = V o + Curl(8’) prova com (5) que
Iv = 4'lla S 2 (ladeq + 1Blen) S hHvlera €= 1. k. (12)

Explorando o infimo no lado direito do Teorema 4 podemos provar o seguinte resultado de con-
vergéncia.

Teorema 5. Seja (0,w,~) a soluagdo (1) e seja (0, wp,~y;) a solugdo da formulagio dGWOPIP
(3). Assuma que a solucdo (8,w,~) € HF(Q;R?) x H¥(Q) x HF-Y(Q;R?), f € H2(Q;R?) e
g € H*2(Q) para k > 2. Além disso, assuma que a decomposi¢do de Helmholtz (4) é vdlida. Entdo,
se p = 2k — 1 temos a seguinte estimativa de erro

16 = On, w0 = wioy = 7l S B (Ivlle-20 + tvle-1.0 + Illa + 7] 2wy + 1611k +

R (1 llk-2.0 + l9llk-20) -
(13)

Observamos que para k = 2 a regularidade requerida para a solugio de (1) é 8 € H?(Q;R?),
w € H?(Q) ey € HY(Q;R?). Esta regularidade sempre € vdlida se 2 é um dominio poligonal convexo
ou um dominio limitado suave para f € L2(Q;R?) e g € L%*(Q). Além disso, neste caso (k = 2), 0
lado direito, que é dependente da solugdo é: t|v[|1.o + [Vl #iv) + |7l + [|0]l2,0, 0 qual permanece
limitado quando ¢ tende a zero.

Como este resultado foi obtido usando que a hipétese da decomposi¢io de Helmholtz vale para -+, nés
ressaltamos que a decomposi¢do de Helmholtz sempre € valida se {2 € um dominio poligonal convexo.
Entio, a estimativa (13) € valida para k = 2 (pelo menos).
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