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Resumo

Os métodos numéricos oferecem uma ferramenta indispensdvel na determinacdo de
solucoes aproximadas, uma vez que muitas das solucoes analiticas encontradas na litera-
tura envolvem simplificacoes e descartam as ndo linearidades presentes na equacdo. A
ideia bdsica desses métodos € o processo de discretizacao, que reduz o problema continuo,
com um numero infinito de varidveis, em um problema discreto com um ndmero finito de
varidveis, podendo ser resolvido computacionalmente. No caso do método de diferencas
finitas (MDF), sua base € puramente matemdtica, pois pode ser desenvolvido a partir das
aproximacdes por séries de Taylor, que sdGo mais economicas computacionalmente. Nesse
trabalho o MDF ¢é usado como uma abordagem alternativa para gerar solucdes de equagoes
diferenciais parciais (EDP’s), em particular serd utilizado para aproximar os termos tem-
poral, convectivo e difusivo da equacdo de Burgers. A ndo linearidade do sistema de
equagoes gerado a partir da aplicagdgo do MDF nos termos da equagdo de Burgers serd
contornada utilizando uma técnica numérica [1].

1 Introducao

A equagao 1D de Burgers é dada por

ou 10u? 0%u
o Taor Vo (1.1)

onde v é o coeficiente de viscosidade, u = u(z,t), sendo x e t as varidveis espacial e temporal,
respectivamente. A equacao (1.1) é considerada uma forma simplificada das equagoes de Navier-
Stokes. Bateman em 1915 [2] resolve equagoes com caracteristicas parecidas com (1.1) para
problemas 1D, porém, esta equacao foi plenamente proposta como um modelo matematico por
Burgers em 1948 [3], quando concluiu sua forma como um modelo na teoria da turbuléncia. Sua
natureza versatil permite a modelacao de problemas tao distintos como os correspondentes a
propagacao de sinais acusticos, estudo da turbuléncia, ou formacgao de ondas de choque. Nesse
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trabalho estuda-se a aplicacao do MDF para gerar solucoes numéricas focalizando a obtencao
de codigos que fornecam solugoes de (1.1). Usa-se aproximacoes de diferenca avan¢ada no termo
temporal, de diferenca central ponderada no termo espacial de primeira ordem e de diferenca
central no termo espacial de segunda ordem. Os resultados numéricos obtidos a partir da
discretizacao e implementacao via o MDF serao comparados com os resultados analiticos, com
o auxilio do software Scilab.

2 Método de Diferencas Finitas

A técnica de diferencas finitas, consiste em definir uma malha, sobre uma regiao de interesse e
aproximar os termos da EDP em pontos genéricos de uma malha, dados por (z;,t;), obtendo
assim equacoes de diferengas. De uma forma geral, obtém-se uma aproximagao da solugao nos
pontos da malha (x;,¢;), dividindo o intervalo [0,L] da varidvel espacial z, em M partes iguais
de comprimento h, resultando em M +1 pontos do tipo z; = ¢h, i« = 1,2, ..., sendo h = %
Similarmente, dividindo o intervalo [0,T] da varidvel temporal ¢, em N partes iguais de compri-
mento k, tem-se os N 4 1 pontos t; = jk, j =1,2,..., onde k = %

3 Meétodo de Solucao

Usando aproximagoes de diferenga avangada no termo temporal du/0t, de diferenga central
ponderada no termo espacial de primeira ordem nao linear 9?u/dx e de diferenga central no
termo espacial de segunda ordem 9%*u/0x?, obtemos, respectivamente, no ponto (4, + 1)

o, Ui — Wiy

3.1
ot k ’ (3.1)
ou? 1
Or = ﬁ[e(u?—kl,j—l—l - u?—l,j—i—l) +(1— ‘9)(“?+1,j - u?_u)]? (3.2)
9%u
D2 = ﬁ[u’i+l,j+l — 20 41+ Uim ) (3.3)
Substituindo (3.1)-(3.3) em (1.1), temos
Wij+1 — Uiy 1
% + Ew(u?—i—l,j—kl - u?—l,j—i—l) + (1 - 9)(“?“,;’ - u?—u)]
v
= ﬁ[ui—l-l,j—l-l — 204 j41 + Uim1 1) (3.4)

parai=1..M —1e 5 =0...N, com erro de truncamento de ordem um em k e de ordem dois
em h, ou seja, O(k) + O(h?).
Considerando 6 = 0 em (3.4) tem-se um sistema de equagdes lineares em w; 41,
Ui —Uig 1 2 v
- r + E(UHLJ‘ - ui—l,j) = ﬁ[UHLjH — 24 ji1 + Uiy ) (3.5)
Para 0 < 6 <1 obtém um sistema de equacoes nao-lineares para u; ;11, sendo necessario o
uso de técnicas iterativas para obter a solugao do sistema. Uma destas técnicas pode ser obtida

definindo o operador de diferenca central e o operador da média, por 20,u; j = Uip1; — Ui—1j €

Ui j = %(UHM + u;_1,;), respectivamente, reduzindo, desta forma a equacéo (3.4) em
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Ui jt1 — Wij 1 v
% + 7100 (0 g40) + (1= 0)da(ui))] = G5 lwi i = 2uijp + vyl (36)

Da expansao de Taylor em w;;,; no ponto (i, ) obtemos,

2 1292,2 N
2 2 Wi Ui .2 Qu;
Ui =up;+k T + o1 o + o=+ 2k T + ... (3.7)
usando 815;’3' &~ [ %] em (3.7), obtemos
U?7j+1 = Uij + 2ui,j(ui,j+1 — UJZ'J) = u?’j + 2Ui,jVVi~ (38)

onde W; = wu; 41 — w; ;. Substituindo (3.8) em (3.4) obtemos, apds algumas manipulacoes
algébricas o sistema

W, v
? = ﬁ[uiﬂ,jﬂ — 2u4 441 — Uzel,jﬂ]
1
— EDQUH_L].VVH_I + 20“i—1,jm-1 + ul?—ﬁ-Lj - U?_Lj]. (39)
Considerando r = % e rearranjando a equagao (3.9) obtemos a equagao,

(Orhui—1; + 2rv)Wi_q —2(1 4 2rv)W, + (2rv — Orhu;q ;) Wi
rh, 9

= 7(ui+l,j — ui—l,j) — 27"’(}('&1',1’]' - 2ui,j + ui+1’j), (310)

que, para i = 1...M — 1 e j fixo resulta em um sistema linear de equagoes da forma AX = B
para W;, com 0 < 6 < 1.

A matriz A dos coeficientes de (3.10) é uma matriz tridiagonal da forma

—2(1 4+ 2rv)  (2rv — Orhugg) 0 0 0 0

(0rhuig + 2rv) —2(1+2rv) (2rv — Orhuszg) 0 0 0

0 (0rhuzg + 27v) —2(1+2rv)  (2rv — Orhuyg) 0 0

A 0 0 (Orhuzg + 27v) —2(1 + 27v) 0 0
0 0 0 0o - —2(1+2rv)  (2rv — Orhupy ;)

0 0 0 0 -+ (Orhupr_o ; + 2rv) —2(1 4+ 2rv)

e os elementos do vetor B sao

rh
— (ugy — usy) + 2rv(ugo + 2u1g + ug) — (Orhug + 2rv)Wy

2
rh, 9
— (ujp — uzp) + 2rv(u1o + 2uz0 + uso)

2
rh, 9
?( 50 — Usg) + 2rv(ugo + 2us30 + o)
rh, 9
7( M~ uM727j) + 2rv(upr—2j + 2upr—1,; + unrj) — (2rv — Orhuy ) )Wy

O procedimento descrito, transforma o sistema nao linear (3.4), gerado a partir da aplicacao
do MDF nos termos da equagao de Burgers, em um sistema de equacoes lineares como apre-
sentado em (3.10).
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4 Resultados Numéricos

Todos os resultados numéricos resultam da discretizacao e implementacao da equacao de Bur-
gers a partir do método de diferengas finitas, utilizando a equagao (3.10). Tais resultados
encontram-se comparados com os resultados analiticos com o auxilio do software Scilab.

4.1 Teste 1

A equagao 1D de Burgers definida em (1.1) com condicao inicial u(x,0) = 4z(1 —x) e condigoes
de contornos u(0,t) = 0 = u(1,t), t > 0, tem como solugao analitica [4]

S ane " ™ Utnsen(nr)

u(z,t) = 2mv (4.1)

ap+ Yoo ape ™ veos(nmr)

onde )
ag = / e—m2(3v)’1(3—2x)dl,
0

1
a, = 2/ e~ P BB cog(nax)dr no=1,2,3...
0

Considerando o dominio 0 < x < 1 apresentamos na Tabela 1 os resultados numeéricos
da equagao de Burgers obtidos a partir da equagao (3.10), para § = 0.1, § = 0.5 e § = 1.0,
comparados com a solu¢ao analitica dada em (4.1). Para o cédlculo da solug¢do analitica foi
utilizado n = 20, quanto aos demais parametros, utilizamos v = 0.1, h = 0.05 e k£ = 0.01.

Tabela 1: Comparacoes entre as solugoes numéricas e analitica, considerando v = 0.1, h = 0.05, k = 0.01 e
diferentes valores para 6.

X t S. Numérica S. Analitica
#=0.1 #=0.5 =10

0.25 0.01 0.7276963 0.7277464 0.7278182 0.7274033
0.25 0.4064181 0.4061487 0.4058207 0.4053381

0.50 0.2778480 0.2776210 0.2773405 0.2774677

0.75 0.2098895 0.2097197  0.2095087 0.2097087

1.0 0.1657736 0.1656422 0.1654786 0.1655986

0.5 0.01 0.9920733 0.9923669 0.9927334 0.9916098
0.25 0.7230058 0.7242716  0.7259043 0.7186643

0.50 0.5177855 0.5181098 0.5185246 0.5153985

0.75 0.3891706 0.3892079  0.3892571 0.3876291

1.0 0.2997018 0.2996595  0.2996076 0.2983431

0.75 0.01 0.7563406 0.7563906 0.7564401 0.7567526
0.25 0.7516590 0.7549216  0.7591002 0.7486321

0.50 0.5771278 0.5793873  0.5822843 0.5719145

0.75 0.4164528 0.4175425 0.4189265 0.4119090

1.0 0.2994596 0.2999711  0.3006166 0.2958567

Observamos, na Tabela 1, que o valor de § = 0.1 aproximou-se mais da solucao exata,
gerando erros relativos da ordem de 6.1073. Devido aos resultados obtidos para 6 = 0.1,
apresentamos nas Figuras la-b as superficies das solucoes numéricas e analiticas, e em 1c
comparacoes dos resultados numéricos e analiticos considerando diferentes tempos.
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¢) Solucdes para diferentes tempos

a) Superficie das Solugoes Numeéricas b) Superficie das Solugdes Analiticas
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Figura 1: Solugbes numéricas e analiticas do Teste 1

4.2 Teste 2

A equagao 1D de Burgers definida em (1.1) com condicao inicial dada por

_ 2umsen(mx)

u(z,0) =

e condigdes de contornos u(0,t) =0 = u(1,t), ¢ > 0, tem como solugao analitica [5]

> 1, 4.2
a + cos(mx) ¢ (42)

2vme™ " sen ()
a+ e cos(mr)

u(x,t) = a>1. (4.3)
Considerando o dominio 0 < x < 1 e a = 2, apresentamos na Tabela 2 os resultados
numéricos da equagao de Burgers obtidos a partir de (3.10), para § = 0.1, 6 = 0.5 e 0 = 1.0,
= 0.001, h = 0.05, k = 0.01 e tempo final t = 1.0, comparados com a solucao analitica dada
em (4.3).

Tabela 2: Comparagoes entre as solucoes numeéricas e analitica, considerando v = 0.001, h = 0.02, £k = 0.01 e
diferentes valores para 6.

X t S. Numérica S. Analitica
#=0.1 0=0.5 0=1.0
0.25 0.01 0.0015760 0.0015760 0.0015760 0.0015763
0.25 0.0015733 0.0015733  0.0015733 0.0015810
0.50 0.0015704  0.0015704 0.0015704 0.0015860
0.75 0.0015676 0.0015676  0.0015676 0.0015909
1.0 0.0015647  0.0015547 0.0015547 0.0015959
0.5 0.01 0.0031413 0.0031413 0.0031413 0.0031419
0.25 0.0031339 0.0031339 0.0031339 0.0031494
0.50 0.0031261 0.0031261  0.0031261 0.0031571
0.75 0.0031184  0.0031184 0.0031184 0.0031649
1.0 0.0031108 0.0031108 0.0031108 0.0031728
0.75 0.01 0.0033834  0.0033834 0.0033834 0.0033841
0.25 0.0033709 0.0033709  0.0033709 0.0033875
0.50 0.0033579 0.0033579  0.0033579 0.0033911
0.75 0.0033449 0.0033449 0.0033449 0.0033948
1.0 0.0033320 0.0033320 0.0033320 0.0033985
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Observamos que para esse teste, independente do 6, todas as solugoes numéricas se aproxi-
maram da solucao exata, gerando erros relativos da ordem de 107°. Apresentamos nas Figuras

2a-b as superficies das solucoes numéricas e analiticas, e em 2¢ comparacoes dos resultados
numeéricos e analiticos considerando o tempo final t = 1.0 e 6 = 0.1.
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Figura 2: Solugoes numéricas e analiticas do Teste 2.

5 Conclusao

Concluimos que a técnica utilizada para linearizar o sistema, gerado a partir da aplicacao do
MDF nos termos da equagao de Burgers, mostrou-se eficiente quando comparando as soluc¢oes
analiticas. Observamos que os resultados obtidos geraram erros de ordem 6.1072 para o Teste
1 e de ordem 1075 para o Teste 2.
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