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Resumo

Os métodos numéricos oferecem uma ferramenta indispensável na determinação de
soluções aproximadas, uma vez que muitas das soluções anaĺıticas encontradas na litera-
tura envolvem simplificações e descartam as não linearidades presentes na equação. A
ideia básica desses métodos é o processo de discretização, que reduz o problema cont́ınuo,
com um número infinito de variáveis, em um problema discreto com um número finito de
variáveis, podendo ser resolvido computacionalmente. No caso do método de diferenças
finitas (MDF), sua base é puramente matemática, pois pode ser desenvolvido a partir das
aproximações por séries de Taylor, que são mais econômicas computacionalmente. Nesse
trabalho o MDF é usado como uma abordagem alternativa para gerar soluções de equações
diferenciais parciais (EDP’s), em particular será utilizado para aproximar os termos tem-
poral, convectivo e difusivo da equação de Burgers. A não linearidade do sistema de
equações gerado a partir da aplicação do MDF nos termos da equação de Burgers será
contornada utilizando uma técnica numérica [1].

1 Introdução

A equação 1D de Burgers é dada por

∂u

∂t
+

1

2

∂u2

∂x
= v

∂2u

∂x2
, (1.1)

onde v é o coeficiente de viscosidade, u = u(x, t), sendo x e t as variáveis espacial e temporal,
respectivamente. A equação (1.1) é considerada uma forma simplificada das equações de Navier-
Stokes. Bateman em 1915 [2] resolve equações com caracteŕısticas parecidas com (1.1) para
problemas 1D, porém, esta equação foi plenamente proposta como um modelo matemático por
Burgers em 1948 [3], quando concluiu sua forma como um modelo na teoria da turbulência. Sua
natureza versátil permite a modelação de problemas tão distintos como os correspondentes a
propagação de sinais acústicos, estudo da turbulência, ou formação de ondas de choque. Nesse
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trabalho estuda-se a aplicação do MDF para gerar soluções numéricas focalizando a obtenção
de códigos que forneçam soluções de (1.1). Usa-se aproximações de diferença avançada no termo
temporal, de diferença central ponderada no termo espacial de primeira ordem e de diferença
central no termo espacial de segunda ordem. Os resultados numéricos obtidos a partir da
discretização e implementação via o MDF serão comparados com os resultados anaĺıticos, com
o auxilio do software Scilab.

2 Método de Diferenças Finitas

A técnica de diferenças finitas, consiste em definir uma malha, sobre uma região de interesse e
aproximar os termos da EDP em pontos genéricos de uma malha, dados por (xi, tj), obtendo
assim equações de diferenças. De uma forma geral, obtém-se uma aproximação da solução nos
pontos da malha (xi, tj), dividindo o intervalo [0,L] da variável espacial x, em M partes iguais
de comprimento h, resultando em M +1 pontos do tipo xi = ih, i = 1, 2, ..., sendo h = L

M
.

Similarmente, dividindo o intervalo [0,T] da variável temporal t, em N partes iguais de compri-
mento k, tem-se os N + 1 pontos tj = jk, j = 1, 2, ..., onde k = T

N
.

3 Método de Solução

Usando aproximações de diferença avançada no termo temporal ∂u/∂t, de diferença central
ponderada no termo espacial de primeira ordem não linear ∂2u/∂x e de diferença central no
termo espacial de segunda ordem ∂2u/∂x2, obtemos, respectivamente, no ponto (i, j + 1)

∂u

∂t
∼=
ui,j+1 − ui,j

k
, (3.1)

∂u2

∂x
∼=

1

2h
[θ(u2i+1,j+1 − u2i−1,j+1) + (1 − θ)(u2i+1,j − u2i−1,j)], (3.2)

∂2u

∂x2
∼=

1

h2
[ui+1,j+1 − 2ui,j+1 + ui−1,j+1]. (3.3)

Substituindo (3.1)-(3.3) em (1.1), temos

ui,j+1 − ui,j
k

+
1

4h
[θ(u2i+1,j+1 − u2i−1,j+1) + (1 − θ)(u2i+1,j − u2i−1,j)]

=
v

h2
[ui+1,j+1 − 2ui,j+1 + ui−1,j+1], (3.4)

para i = 1...M − 1 e j = 0...N , com erro de truncamento de ordem um em k e de ordem dois
em h, ou seja, O(k) +O(h2).

Considerando θ = 0 em (3.4) tem-se um sistema de equações lineares em ui,j+1,

ui,j+1 − ui,j
k

+
1

4h
(u2i+1,j − u2i−1,j) =

v

h2
[ui+1,j+1 − 2ui,j+1 + ui−1,j+1]. (3.5)

Para 0 < θ ≤ 1 obtém um sistema de equações não-lineares para ui,j+1, sendo necessário o
uso de técnicas iterativas para obter a solução do sistema. Uma destas técnicas pode ser obtida
definindo o operador de diferença central e o operador da média, por 2δxui,j = ui+1,j − ui−1,j e
ui,j = 1

2
(ui+1,j + ui−1,j), respectivamente, reduzindo, desta forma a equação (3.4) em
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ui,j+1 − ui,j
k

+
1

4h
[θδx(u

2
i,j+1) + (1 − θ)δx(u

2
i,j)] =

v

h2
[ui+1,j+1 − 2ui,j+1 + ui−1,j+1]. (3.6)

Da expansão de Taylor em u2i,j+1 no ponto (i, j) obtemos,

u2i,j+1 = u2i,j + k
∂u2i,j
∂t

+
k2

2!

∂2u2i,j
∂t2

+ ... = u2i,j + 2kui,j
∂ui,j
∂t

+ .... (3.7)

usando
∂ui,j
∂t

∼= [
ui,j+1−ui,j

k
] em (3.7), obtemos

u2i,j+1
∼= u2i,j + 2ui,j(ui,j+1 − ui,j) ∼= u2i,j + 2ui,jWi. (3.8)

onde Wi = ui,j+1 − ui,j. Substituindo (3.8) em (3.4) obtemos, após algumas manipulações
algébricas o sistema

Wi

k
=

v

h2
[ui+1,j+1 − 2ui,j+1 − ui−1,j+1]

− 1

4h
[2θui+1,jWi+1 + 2θui−1,jWi−1 + u2i+1,j − u2i−1,j]. (3.9)

Considerando r = k
h2

e rearranjando a equação (3.9) obtemos a equação,

(θrhui−1,j + 2rv)Wi−1 − 2(1 + 2rv)Wi + (2rv − θrhui+1,j)Wi+1

=
rh

2
(u2i+1,j − u2i−1,j) − 2rv(ui−1,j − 2ui,j + ui+1,j), (3.10)

que, para i = 1...M − 1 e j fixo resulta em um sistema linear de equações da forma AX = B
para Wi, com 0 ≤ θ ≤ 1.

A matriz A dos coeficientes de (3.10) é uma matriz tridiagonal da forma

A =


−2(1 + 2rv) (2rv − θrhu20) 0 0 · · · 0 0

(θrhu10 + 2rv) −2(1 + 2rv) (2rv − θrhu30) 0 · · · 0 0
0 (θrhu20 + 2rv) −2(1 + 2rv) (2rv − θrhu40) · · · 0 0
0 0 (θrhu30 + 2rv) −2(1 + 2rv) · · · 0 0

.

.

.
.
.
.

0 0 0 0 · · · −2(1 + 2rv) (2rv − θrhuM,j)
0 0 0 0 · · · (θrhuM−2,j + 2rv) −2(1 + 2rv)


e os elementos do vetor B são

rh

2
(u200 − u220) + 2rv(u00 + 2u10 + u20) − (θrhu00 + 2rv)W0

rh

2
(u210 − u230) + 2rv(u10 + 2u20 + u30)

rh

2
(u220 − u240) + 2rv(u20 + 2u30 + u40)

...
rh

2
(u2M,j − u2M−2,j) + 2rv(uM−2,j + 2uM−1,j + uM,j) − (2rv − θrhuM,j)WM .

O procedimento descrito, transforma o sistema não linear (3.4), gerado a partir da aplicação
do MDF nos termos da equação de Burgers, em um sistema de equações lineares como apre-
sentado em (3.10).
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4 Resultados Numéricos

Todos os resultados numéricos resultam da discretização e implementação da equação de Bur-
gers a partir do método de diferenças finitas, utilizando a equação (3.10). Tais resultados
encontram-se comparados com os resultados anaĺıticos com o auxilio do software Scilab.

4.1 Teste 1

A equação 1D de Burgers definida em (1.1) com condição inicial u(x, 0) = 4x(1−x) e condições
de contornos u(0, t) = 0 = u(1, t), t > 0, tem como solução anaĺıtica [4]

u(x, t) = 2πv

∑∞
n=1 ane

−n2π2vtnsen(nπx)

a0 +
∑∞

n=1 ane
−n2π2vtcos(nπx)

(4.1)

onde

a0 =

∫ 1

0

e−x
2(3v)−1(3−2x)dx

e

an = 2

∫ 1

0

e−x
2(3v)−1(3−2x)cos(nπx)dx n = 1, 2, 3...

Considerando o domı́nio 0 ≤ x ≤ 1 apresentamos na Tabela 1 os resultados numéricos
da equação de Burgers obtidos a partir da equação (3.10), para θ = 0.1, θ = 0.5 e θ = 1.0,
comparados com a solução anaĺıtica dada em (4.1). Para o cálculo da solução anaĺıtica foi
utilizado n = 20, quanto aos demais parâmetros, utilizamos v = 0.1, h = 0.05 e k = 0.01.

Tabela 1: Comparações entre as soluções numéricas e anaĺıtica, considerando v = 0.1, h = 0.05, k = 0.01 e
diferentes valores para θ.

x t S. Numérica S. Anaĺıtica
θ = 0.1 θ = 0.5 θ = 1.0

0.25 0.01 0.7276963 0.7277464 0.7278182 0.7274033
0.25 0.4064181 0.4061487 0.4058207 0.4053381
0.50 0.2778480 0.2776210 0.2773405 0.2774677
0.75 0.2098895 0.2097197 0.2095087 0.2097087
1.0 0.1657736 0.1656422 0.1654786 0.1655986

0. 5 0.01 0.9920733 0.9923669 0.9927334 0.9916098
0.25 0.7230058 0.7242716 0.7259043 0.7186643
0.50 0.5177855 0.5181098 0.5185246 0.5153985
0.75 0.3891706 0.3892079 0.3892571 0.3876291
1.0 0.2997018 0.2996595 0.2996076 0.2983431

0.75 0.01 0.7563406 0.7563906 0.7564401 0.7567526
0.25 0.7516590 0.7549216 0.7591002 0.7486321
0.50 0.5771278 0.5793873 0.5822843 0.5719145
0.75 0.4164528 0.4175425 0.4189265 0.4119090
1.0 0.2994596 0.2999711 0.3006166 0.2958567

Observamos, na Tabela 1, que o valor de θ = 0.1 aproximou-se mais da solução exata,
gerando erros relativos da ordem de 6.10−3. Devido aos resultados obtidos para θ = 0.1,
apresentamos nas Figuras 1a-b as superf́ıcies das soluções numéricas e anaĺıticas, e em 1c
comparações dos resultados numéricos e anaĺıticos considerando diferentes tempos.
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Figura 1: Soluções numéricas e anaĺıticas do Teste 1

4.2 Teste 2

A equação 1D de Burgers definida em (1.1) com condição inicial dada por

u(x, 0) =
2vπsen(πx)

a+ cos(πx)
a > 1, (4.2)

e condições de contornos u(0, t) = 0 = u(1, t), t > 0, tem como solução anaĺıtica [5]

u(x, t) =
2vπe(π

2vt)sen(πx)

a+ e(−π2vt)cos(πx)
a > 1. (4.3)

Considerando o domı́nio 0 ≤ x ≤ 1 e a = 2, apresentamos na Tabela 2 os resultados
numéricos da equação de Burgers obtidos a partir de (3.10), para θ = 0.1, θ = 0.5 e θ = 1.0,
v = 0.001, h = 0.05, k = 0.01 e tempo final t = 1.0, comparados com a solução anaĺıtica dada
em (4.3).

Tabela 2: Comparações entre as soluções numéricas e anaĺıtica, considerando v = 0.001, h = 0.02, k = 0.01 e
diferentes valores para θ.

x t S. Numérica S. Anaĺıtica
θ = 0.1 θ = 0.5 θ = 1.0

0.25 0.01 0.0015760 0.0015760 0.0015760 0.0015763
0.25 0.0015733 0.0015733 0.0015733 0.0015810
0.50 0.0015704 0.0015704 0.0015704 0.0015860
0.75 0.0015676 0.0015676 0.0015676 0.0015909
1.0 0.0015647 0.0015547 0.0015547 0.0015959

0.5 0.01 0.0031413 0.0031413 0.0031413 0.0031419
0.25 0.0031339 0.0031339 0.0031339 0.0031494
0.50 0.0031261 0.0031261 0.0031261 0.0031571
0.75 0.0031184 0.0031184 0.0031184 0.0031649
1.0 0.0031108 0.0031108 0.0031108 0.0031728

0.75 0.01 0.0033834 0.0033834 0.0033834 0.0033841
0.25 0.0033709 0.0033709 0.0033709 0.0033875
0.50 0.0033579 0.0033579 0.0033579 0.0033911
0.75 0.0033449 0.0033449 0.0033449 0.0033948
1.0 0.0033320 0.0033320 0.0033320 0.0033985
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Observamos que para esse teste, independente do θ, todas as soluções numéricas se aproxi-
maram da solução exata, gerando erros relativos da ordem de 10−5. Apresentamos nas Figuras
2a-b as superf́ıcies das soluções numéricas e anaĺıticas, e em 2c comparações dos resultados
numéricos e anaĺıticos considerando o tempo final t = 1.0 e θ = 0.1.

Figura 2: Soluções numéricas e anaĺıticas do Teste 2.

5 Conclusão

Conclúımos que a técnica utilizada para linearizar o sistema, gerado a partir da aplicação do
MDF nos termos da equação de Burgers, mostrou-se eficiente quando comparando as soluções
anaĺıticas. Observamos que os resultados obtidos geraram erros de ordem 6.10−3 para o Teste
1 e de ordem 10−5 para o Teste 2.
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