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Resumo: Empregamos o método de Galerkin descontinuo (DG) para resolu¢ao numérica de pro-
blemas de escoamento em meios porosos heterogéneos e geometrias compleras com a presenc¢a de
forcas capilares descontinuas. As heterogeneidades nas propriedades fisicas do meio poroso, como
permeabilidade e porosidade, podem provocar o surgimento de for¢as capilares descontinuas na
interface formada entre dois tipos de sedimentos, o que torna necessdria a imposicao de condi¢des
de interface nao-lineares no método empregado para simula¢do numérica de tais problemas. Re-
solvemos o sistema pressao-saturacdo com o método de Galerkin descontinuo em que usamos o
método de Fuler implicito para discretizagao temporal, fluzo de Godunov para o termo advectivo e
as técnicas de média ponderada e média harmonica para lidar adequadamente com os termos de-
generados e com as descontinuidades nos coeficientes e na solucdo. Efetuamos a reconstrucao de
fluzos no espaco de Raviart-Thomas-Nédélec e impomos fracamente as condigoes de interface nao-
lineares. Apresentamos resultados numéricos que ilustram a eficiéncia e o potencial do método
para modelar problemas de escoamento em meios porosos heterogéneos com geometrias complexas.

Palavras-chave: Galerkin Descontinuo, Meios Heterogéneos, Pressao Capilar Descontinua,
Condigoes de Interface.

1 Introducao

Nos ultimos anos ocorreu um significativo aumento na modelagem numérica de problemas de
escoamento multifdsico com aplicagoes em diferentes dreas como engenharia de reservatério de
petroleo, engenharia quimica, engenharia ambiental, hidrologia, entre outras. Problemas de escoa-
mento que vem recebendo atencao especial estao relacionados a eliminacao de residuos radioativos
e ao sequestro geoldgico de carbono. As heterogeneidades do meio poroso tem forte impacto so-
bre o processo de escoamento de fluidos, pois podem provocar o surgimento de forgas capilares
descontinuas na interface formada entre dois tipos de sedimentos [1, 8, 6]. Neste trabalho em-
pregamos o método de Galerkin descontinuo (DG) para estudar os efeitos das heterogeneidades
e forgas capilares descontinuas em problemas de escoamento bifdsico em meios porosos com geo-
metrias complexas. A importancia de simulagbes numéricas em problemas de escoamento com
a presencga de forgas capilares descontinuas também foi evidenciada no congresso SIAM - Con-
ference on Mathematical and Computational Issues in the Geosciences, realizado em junho de
2013, onde este assunto foi tema de um mini-simposio, em que foram apresentados resultados
numericos obtidos com o método aqui empregado.

Consideramos © um dominio em R%, d > 1, limitado e aberto, com fronteira 9§ e normal exte-
rior 7. Dividimos o dominio  em subdominios Q%) tal que Q = Uivzll Q0 N; > 2, QONQU) = ¢,
i # j e T(W) a interface formada entre dois subdominios vizinhos Q® e QU). A Cada subdominio
Q¥ ge {1,2,..., N;}, associamos as constantes de porosidade ®(P) e permeabilidade K(¥). De
forma geral, para qualquer funcio real u definida em €, denotamos sua restricao & Q0 por u(#.
Desta forma o processo de escoamento bifasico, incompressivel em meios porosos heterogéneos em
cada subdominio Q¥ g {1,2,..., Ni}, pode ser descrito pelo sistema de equagoes diferenciais
parciais:
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—V-(k(5>(s)vp) = F® 4+ FP, (1)
a” = —kO(5)Vp, )
2P0s+ V- (4D () = D()Vs)) = FP, (3)

onde p, q e s sao pressao global, velocidade total e saturagdo da fase nao-molhante, respecti-
vamente, sendo que omitimos o indice S em s e p. Denotamos a mobilidade da fase molhante
(o = w) e da fase ndo-molhante (« = n) por AP = kP /lta, sendo krl a permeabilidade relativa
NO)
= W
fluxo fraciondrio, k(®) = XBIKB) B) = =\ f(ﬁ B) (7)Y onde 7(#) é a pressdo capilar e FP

os termos de fonte correspondentes a cada fase. Assumimos que s € [Sﬁlé), 1-— 51(1387«)], sendo Sy

e Snr as saturagoes residuaias da fase molhante e nao-molhante, respectivamente. Denotamos a

e o 6 a viscosidade do fluido, a soma A\(?) .= )\(ﬂ ) + )\(5 ) como a mobilidade total, fc(yﬁ )

saturagao efetiva da fase nao-molhante por s\ )( )= (s®) — sgﬁ)) /(1— s _ sfﬁ)).

Para completar o sistema consideramos condicoes de fronteira e iniciais e condigoes de interface
conforme descrevemos a seguir. Sumpomos que 02 = 0Qp U INy. As condicoes de fronteira
para pressao e saturagdo podem ser de Dirichlet p = pp, s = sp em 0{p ou Neumann
ap.s) 1 =0, r(p,sis)-n =0 emdy, onde r(p,&5) = —(s)Vs + qD(p, &) £V (s)
é o fluxo volumétrico da saturacio. Como condicio inicial consideramos s(#) = 38’8 ). As Egs.
(1)-(3) sdo vélidas somente em Q). 3 € {1,2,...,N;} e na interface I'¥) em que porosidade,
permeabilidade e forcas capilares sao descontinuas, estas equagoes deixam de ser validas. Logo
precisamos de duas condicoes para serem impostas em I'@)| que sdo as condigoes de interface.
A imposigao das condigoes de interface torna-se indispensavel na modelagem de problemas de
escomento em meios porosos com diferentes pressoes de entrada Pe(ﬁ ), pressao necessaria para um
fluido nao-molhante escoar através de um meio inicialmente saturado por um fluido molhante.
Para mais detalhes ver [8, 3]. Descrevemos as condices de interface para I' = Q) N 9Q®3)| com
P <« pP e 7 (s) < 7?)(s),Vs € Np=y Q[S,(ﬁ), 1-— SU(JT)) Para definir as condigoes de interface
introduzimos as fungoes salto para saturacao e pressao global:

Js(6) = 5—*@N<”@» se € € [s4), 1 — s,)) (4)
f (1) (1) ( ) P(2)7 se g € [S’SLl’r‘)73*)7
ip(&) = () ,Tu) (5)
b el f(2) fm ’, se & € [s*,1— 582),
em que s* € (s,(llr), 1— SST) ) representa a saturagao de entrada definida tal que ﬂ'(l)(S*) = (2 >(s£3?)
e 7P a extensdo da inversa de 7(%);
ﬁ_ﬂ(p) — 57(1[13”)7 sep < Pe(ﬁ)7 (6)
(7)1 (p), sep> PP

Desta forma as condicoes de interface que devem ser impostas sobre I' = 9Q1) N Q>3 para
saturagao e pressao sao, respectivamente:

0, s0:50) e = 6O, s@:50) e [aD 0, 50) e = gD, G) e
s — 5@ — (s P p® = (s,

Para mais detalhes relacionados a formulagao do problema e as condigdes de interface ver [4, 7).

2 O Método de Galerkin Descontinuo

Para discretizacao espacial particionamos o dominio © em elementos triangulares {7 };~o. Seja
hr o didmetro do elemento T e h = maxpc7 hyp o didmetro da malha. Consideramos &, o conjunto
formado por todas as faces, sendo hg o diametro da face E e &, = 8,‘? U Siiw onde E,? = S,‘?D UEN,
sendo 5,‘?]3, ESN
as interfaces I' sdo exatamente cobertas por um conjunto de faces armazenadas em E,I; . Para a
discretizacao temporal consideramos a sequencia de tempos {t" }o<m<n tal que t0=0,tM =T
e passo no tempo 7, =t™ —t™ 1, m=1,...,M,.

as faces que cobrem 9Qp e Iy e S,il as faces interiores. Assumimos também que
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Para uma funcao v, definimos o salto e a média em E € S}L em que E = 0T~ N oT:
[v] :=v7|g — v |E, {v}} = %, onde v¥ := v|p+, extendemos essas definigdes
para as faces da fronteira £ € £ como [v] = {{v}} = v|p. Para a face F também definimos a
normal ng como sendo exterior ao elemento T~ e para uma face de fronteira E € 5}‘? , a normal
ng = 1. Para lidar com as descontinuidades e coeficientes degenerados do termo difusivo no
sistema de equagoes (1)-(3), introduzimos a média ponderada e a média harmoénica de acordo
com [2, 5]. Considere uma fungao escalar a, representando a difusividade definida em uma face
E e E}L, com valores ar- g e ap+ g associados a T~ e T, respectivamente. Entao na face £ € 5}1
definimos, respectivamente, a média ponderada para uma funcdo v e a média harmoénica de a

por,

{v}}a=wr- gla)v” +wr+ pla)v®, onde (8)
lar+ EllLe(g) lar- gllLe (k)
wp- pla):= , wpr pla) ==
1B = e + larslima TR Y = o ol + lars oo
_ 2llar- gllremlar gllLe )  2flall g ey lall oo eeay
()= )l = ©)
) B Tallpaony + N0l gaom)

onde os pesos wy- g € wr+ g, sdo definidos tal que wp- p(a) + wpr g(a) = 1. Para faces na
fronteira extendemos as defini¢des acima por {{v}}q :=v e (a)g = ||a||p=(g)- Se |lar- gllL~E) -
lar+ gllLz) =0 em E, tomamos {{v}}, = {{v}} e (a)r = ||a| o (s) Para E € B,

Seja k > 1 um inteiro. Procuramos aproximacoes no instante de tempo t"* para a pressao
Py e para a saturacao s;' no espaco de elementos finitos descontinuo: V,f = {v, € L?(Q);VT €
T, vplr € Pp(T)}, onde Pi(T) é o espago de aproximagao polinomial de grau < k sobre 7.
Passamos agora a descrever o método de Galerkin descontinuo sequencial usado para resolver o
sistema acoplado pressao-saturagao (1)-(3).

Dada Shm_l € VF1 <m < M do passo no tempo anterior (m > 1), resolvemos a equagao
para a pressao (1) usando o método DG com penalizagao interior, ou seja, procuramos py* € V,f
tal que Vz € V,{“, )

DY RICERLER LD DRy 7 2

reT /T EegluedP

/ {ne w5 VI oy on] + 05 )Von oy 771

Ee&l uepp
m v ng-Kk(s v m—1 EUEk2v n
—TZT/ (P + w%/( (s )T+ () T, )
opk?
+ H{np-r(sp ") Vorl}, sty T (R(sy Y = [vn] ) Jp(x B (). (10)
E%;F/< hi¥ i h hp h> E(Sh

onde ¥ permite migrar entre as versoes simétrica (=1) e nao simétrica (=-1), 0 < op < 10, e a
of g, TT C Qb
’U;|E, if T— c Q.

Calculamos a aproximacao pj' para pressao em V}f, e assim a componente normal de qj' =
kP (s™~1)Vp™, definida localmente em cada elemento da malha 7', ndo serd continua nas faces
Ee 5}1. Para contornar esta dificuldade, reconstruimos esse fluxo no espaco de elementos finitos
de Raviart-Thomas-Nédélec tal que o fluxo reconstruido uj® satisfaca V - u}® = F' + F". Para
mais detalhes ver [4, 7].

Em seguida, para calcular s}*, usamos o método de Euler implicito no tempo, juntamente com
uma discretizacao espacial do termo difusivo pelo método DG com penalizacao interior e fluxo de
Godunov para o termo advectivo nao-linear. Consequentemente, dados pj* € th eu;’ € RTy(T)

fungdo x L em th é definida por xk(vy) = {
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procuramos sy’ € th tal que para todo zj € th,

S [ smvarvae Y et [+ Y [ ek

TeT Eeg}iLuggD TeT
-y / (tns - (s3SI H gy [2n] + Ol - e(s7)V2n g 5771
pegiver '
- Z / uy fn(sp')-Vazn + Z /(uT'nE)\IJZlE[zh]]—l— Z /ﬁnE-e(szn)Vzhsg (11)
TeT T Ee&y E EGS}?D E
+ ) H{np-e(sy’)Vanthep-1) = (elsp™ e~ [2n] ) Js(xE(sh))
Eeg] E £
1 m—1 m m—1 UEk2 m
=Y [ sy Y | Elant Y [ (el e s
r 7 T E hE
TeT TeT Eeg;?D

Onde ¥}% é fluxo numérico tipo Godunov. Para resolver o sistema nao-linear na equacao para
a saturacao empregamos o método de Newton para o termo advectivo e a linearizacao de Picard
para o termo difusivo. Para mais detalhes consultar [7].

3 Simulagao Numeérica

Empregamos o método de Galerkin descontinuo (10)-(11) na simulagao numérica de dois proble-
mas de escoamento em meios porosos heterogéneos com pressao capilar descontinua e geometria
complexa aplicados a problemas na engenharia de petréleo.

Exemplo 1 Consideramos o mode(lﬂo) de Brooks-Corey para mobiliﬁigdes e pressao capilar:
AP () = 5220~ (1= )50 ), AP () = (1= @) T, 7P () = PO(1 5y
7

n w

I

com dados descritos na Tab. 1 para os Testes 1a e 1b e dominio Q = (0,300)%, (Fig. 1a) dividido
em subdominios: Q2 = (93.75,206.25) x (93.75,206.25), QG) = (0,150) x (230, 300), Q1) =
O\(Q® U QB)), viscosidade py, = le — 3 Kg/ms, jp, = le —2 Kg/ms e 0 = (2,2,2),
Snr = (0,0.25,0), sy = (0,0,0). Condigao inicial e condigoes de fronteira:
0.8, para (z,y) € Qi (verFig.1b),
So(z,y) =4 0.25, para (z,y) € QP (verFig.1b), (12)
0, Caso contrdrio.

—n-aPloa- =0, —n-dylog- =7107%m/s plag+ = 1.16 10° Pa, s|yo+ = 0;
—n-q'loay =0, —n-qyloay = 0;
onde s representa o dleo a dgua € a fase nao-molhante, OSY; € a regido em que a dgua € injetada

e O0T regiao pela qual temos saida de fluzo do reservatdrio. Note que associamos permeabilidade
K, pressio de entrada P, e saturacées residuais Sy, Swr diferentes para Q), Q2 ¢ QB

Teste la Teste 1b

Par. Valor Par. Valor
) (0.2,0.2,0.2) (-) || @ (0.2,0.2,0.2) (-)
K (1071010711, 10712) m? || K (10710, 10711107%) m?
P.| (110%1.58 10% 1.83 10%) Pa || P. | (1 10%,1.58 10%,7.07 103) Pa

Tabela 1: Parametros do meio poroso usados no Exemplo 1.

Nas Figuras 2 e 3 apresentamos aproximagoes para os dados do Teste 1a e Teste 1b, respec-
tivamente. Na Figura 2 podemos notar que em ¢ = 50dias o dleo j& alcancou a interface T'(12) e
atingiu a saturagao de entrada, assim permitindo que o 6leo cruze a interface e escoe através de
Q3 o que pode ser observado na figuras seguintes t = 165,420, 1685dias, porém percebemos que
apenas uma pequena quantidade de éleo consegue cruzar a interface. Em ¢ = 165dias podemos

perceber que a frente do fluido alcancou a interface '3 porém como a saturacao do éleo era
DOI: 10.5540/03.2014.002.01.0073 010073-4 © 2014 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2014.002.01.0073

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 2, N. 1, 2014.

® 1007900 1 @) 1]
@ o0 VT g
@ : (2 .
oV | 7 oo |F e
_ oW Qoi
’_\aQS onvN | K oil |

300 m

(a) (b)
Figura 1: (a) Dominio Q dividido nos subdominios QM), Q) e Q1) para o Exemplo 1. (b)
Dominio €2 com identificagdo do subdominio €2,;.

inferior a saturacio de entrada o mesmo é conduzido a passar pelo estreito caminho entre Q(2) ¢
QG Em ¢ = 420 e t = 1685 podemos perceber que a maior parte do 6leo contorna Q3 e Q)
regices de baixa permeabilidade. Notamos também que o escoamento sempre ocorre das regioes
de maior pressao para regices de baixa pressao, o que também pode ser observado pelo campo de

velocidades.
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Figura 2: Saturagao, pressao global e velocidade total para o Teste la. Primeira lina : ¢ = 50
dias; segunda linha: ¢ = 165 dias; terceira linha: ¢ = 420 dias e quarta linha: ¢ = 1685 dias.

No Teste 1b, diferentemente do Teste la, o subdominio Q®) possui permeabilidade mais
alta e saturacio de entrada inferior ao subdominio Q) o que estd refletido na Figura 3. Em
t = 120dias podemos notar que o 6leo néo teve dificuldade de cruzar a interface I'*3), e devido
a maior facilidade de escoamento que o fluido encontra nessa regiao podemos notar o efeito de
succao nesta interface. Porém em t = 600, 4150dias podemos perceber que o dleo que cruzou a
interface '3 ficou acumulado em Q®), pois 0 mesmo nio alcancou a pressio necessdria para
cruzar novamente a interface 713 mas agora pela outra lateral, e escoar através de Q. Em
¢ = 4150dias notamos que parte do éleo contornou os subdominios Q2 e Q®) e alcancou o poco
de ejecao. Em ambos os exemplos o método apresentado captou com precisao e eficiéncia os
fenémenos fisicos presentes em problemas de escoamento em meios porosos heterogéneos. Os
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resultados ilustram também a importancia da simulagao numérica para modelar problemas com
geometrias complexas e forcas capilares descontinuas.

Figura 3: Saturagao, pressao global e velocidade total para o Teste 1b. Primeira linha : ¢ = 43
dias; segunda linha: ¢ = 120 dias; terceira linha: ¢ = 600 dias e quarta linha: ¢ = 4150 dias.
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