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Resumo: Consideramos, neste trabalho, as propriedades phase-lag e erro de amplificagdo de
um método embutido de Runge-Kutta, denominado algoritmo RK-Butcher [2], para problemas
de valor inicial que apresentam solucdes oscilatorias e verificamos sua eficiéncia através de pro-
blemas testes. As propriedades de estabilidade deste método para problemas de valor inicial de
primeira ordem foram analisadas em [5].
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1 Introducao

Neste trabalho estamos interessados na resolucao numérica de problemas de valor inicial de
primeira ordem da forma

y, = f(tv y)v y(tO) =1, (1)

que possuem solugoes oscilatorias. Para estes tipos de problemas é essencial considerarmos
as propriedades phase-lag (ou dispersao) e amplificacdo (ou dissipagdo). Estas propriedades
sao, na verdade, dois tipos de erros de truncamento. O primeiro é o angulo entre a solucao
verdadeira e a solucao aproximada enquanto o segundo é a distancia de uma solucao ciclica
padrao. Aplicagoes dos métodos de Runge-Kutta (RK) para solu¢ao de problemas do tipo (1)
foram primeiramente considerados por Brusa e Nigro[l] que introduziram a propriedade phase-
lag como uma ferramenta para analisar o comportamento dos métodos para problemas com
solucoes oscilatorias. Desde entao, varios trabalhos voltados para analise e desenvolvimento de
métodos do tipo explicito e implicito para equacoes diferencias ordindrias de primeira e segunda
ordem, foram publicados, entre os quais citamos Van der Houwen e Sommeijer [9], [10], Calvo e
outros [3], Chawla e Al-Zanaid [4], Senu e outros [6].

2 Erros de Dispersao e Amplificacao

Para examinar as propriedades de estabilidade de métodos numéricos para a resolugao de pro-
blemas oscilatérios do tipo (1), a equagao teste relevante é dada por

y =iwy, w ER, i =1, (2)

cuja solugao exata é y(t) = exp (iwt).
Um método geral de Runge-Kutta explicito, com s estagios para resolugao de problemas
de valor inicial de primeira ordem dados pela equagao (1) é definido por

S
Ynt1 = Un+ Y biK;, (3)
i=1
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s
Ki = f xn+cih,yn+h2ainj s
j=1

com ¢; = Y% ja;,1=1,2,...,8, ce b vetores s-dimensionais e A = (a;;) uma matriz s x s.
Usando a notagao matricial de Butcher o método é escrito como

0
C2 | @21

C3 | asr as2

Cs | Gs1 As2 *+° Ggs5—1
by by - b1 bs
Assim, aplicando o método de Runge-Kutta ao problema teste (2) obtém-se a solugao
numérica
yn = alyo, as = As(H?) +iHBs(H?), (5)
onde h = wH, A, e By sao polindmios em H? definidos pelos parametros c;, ai; € b, i =
1,...,8,j=1,...,i—1. O fator de amplificagdo é as = as(H), e y, denota a aproximagao para
y(tn).

Através de uma comparacao da solugdo numeérica (5) com a solugdo de (2), dada por
y(tn) = yo exp (inH), Sideridis e Simos [7] definem os conceitos e resultados apresentados a
seguir.

Definicao 1 Denomina-se, respectivamente, erro de dispersao (ou phase-lag) e erro de ampli-
ficagdo do método de Runge-Kutta (4) as quantidades:

pl(H) = H —arglas(H)], a(H)=1—[as(H)|

Definigao 2 Se pl(H) = O(H™!') e a(H) = O(H**Y), entdo diz-se que o método de Runge-
Kutta (4) tem, respectivamente, ordem phase-lag r e ordem dissipativa q.

Teorema 1 Se o método de Runge-Kutta dado por (4), (5) possui ordem phase-lag v entao:

H B,(H?)

tan H — AS(H2)

=cH™ ™ + O(H™3), (6)

onde ¢ € a constante phase-lag do método.

Como consequéncia desse resultado temos que se o método de Runge-Kutta tem ordem phase-lag
r, entao podemos reescrever pl(H) como

 HB,(H?)

pl(H) = tan(H) A (7)
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3 O método RK-Butcher

O método RK-Butcher é um método embutido de Runge-Kutta, isto é, um par de férmulas
de Runge-Kutta, com 6 estagios, que aplicado ao problema (1) produz duas aproximacoes 41
e Yn1 para Y(tny1) (tng1 = tn + h), de ordens algébricas p = 5 e p* = 4, respectivamente, onde

1
Yntl = Yn -+ %(7}'{1 + 32K3 4+ 12K,
+32K5 + 7TKs),
* 1
yn+1 = yn—’_é(Kl +4K4+K6)7
K, = hf(ﬂfn,lln)7
h K
Ky, = hf(xn‘FZvyn‘FTl)
h K K>
Ks = h — it et
3 f(xn+4vyn+ 3 + 8)
h K
Ky = hf(:zrn+§,yn—72+K3)
3h 3K, 9K,
Ks = h - o, e
5 f($n+ 47yn+ 16 + 16)
3K 2K. 12K
K¢ = hf(xn+h,y,— 71 72 3
12K, 8K5
7 t )

Usando a notagao matricial de Butcher o método (8) é escrito na forma

0
111
1|1
111 1
1138 8
1 1
510 -5 1
3|3 9
4|16 0 0 16
11-3 2 12 _12 8
77 7 7 7
o 32 12 32 71
90 90 90 90 90
i 0 0§ 0 g
Aplicando o método RK-Butcher e

af = AZ(H?) + iH B (),

onde

(9), (10) & equacao teste (2) nds temos (5) com

AG(H?) = 1= gH? + gr H — gogH",
Bj(H?) =1 - §H? + g H'.
Agora, aplicando (11) em (7), obtemos:
% (772
pl*(H) = tan(H) — Higég
- sy O(H").
1120

DOI: 10.5540/03.2014.002.01.0062 010062-3

(®)

9)

(11)

(12)

© 2014 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2014.002.01.0062

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 2, N. 1, 2014.

De (11) e da Definigao 1, encontramos:

o* (H) = _%81{4 + O(H"), (13)

Da Definicao 2 e dos resultados (12) e (13), concluimos que o método RK-Butcher de ordem
4 tem ordem phase-lag 4 e ordem dissipativa 3.

Usando o mesmo raciocinio, analisamos, em seguida, as propriedades do método RK-Butcher
de ordem algébrica 5 dado por (8) e (10). Aplicando este método & equagao teste (1) obtemos

ag = Ag(H?) + iHBgs(H?),

onde

Ag(H?) =1—3H? + 5;H* — o5 HO,

Bg(H?) =1— ¢H? + 3;H. (14)
e phase-lag igual a
pl(H) = tan(H)— Hiiggz;
- _%881{7 + O(H®). (15)
Logo, temos que
o(H) = —%Hﬁ +O(H®).

Assim, o método de ordem 5 tem ordem phase-lag 6 e ordem dissipativa 5.

4 Resultados Numeéricos

Apresentamos, nesta segdo, os resultados numéricos obtidos pelo algoritmo RK-Butcher em
um problema modelo dado pela equacao

y’=[_g ﬁ]y

com condigdo inicial y(0) = (1 0)7. A solugdo exata é dada por

[ coston)
v= [ —sen(¢x) ] '

Na Tabela 1 apresentamos os erros absolutos méaximos, no intervalo [0,10], para ¢ = 5 e usando
tamanho do passo h = 1/8 e h = 1/16, onde yi(x) e y2(x) representam as componentes da
solucdo y(x) e y1, y2,; as correspondentes solugoes numéricas. Observamos neste problema
modelo que o método apresenta resultados satisfatérios e mostra-se adequado para problemas
com solucoes oscilatéorias. Pretendemos aplicar o método em outros tipos de problemas os-
cilatérios e também fazer sua implementagao usando passo variavel aproveitando sua estrutura
de um método embutido.
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h max|yi(zj) —y1;| max|yz(x;) — yo,

1/8  9.90129 x 1074 1.04902 x 1073

1/16  2.65702 x 107 2.74461 x 107°

Tabela 1: erro absoluto maximo no intervalo [0,10] para h=1/8 e h=1/16
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