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Resumo: Este estudo expde a modelagem matematica da dinamica veicular considerando a forga de
atrito de arraste. A forca de atrito de arraste exibe caracteristicas ndo lineares devido ao escoamento
turbulento do ar em torno do veiculo, tornando o sistema dindmico mais complexo. Na abordagem,
apresenta-se uma descricdo sobre as peculiaridades nédo lineares do atrito de arraste, enfatizando
como 0 mesmo intervém no movimento de um veiculo. ApGs, é proposto o modelo matematico para
representar o comportamento dindmico do sistema néo linear que representa o comportamento da
posicdo do veiculo. Determina-se o ponto de equilibrio e faz-se a anéalise da estabilidade. Assim, é
realizada a simulacdo computacional e o resultado é representado através do plano de fase,
possibilitando observar os efeitos ndo lineares presentes no estudo qualitativo do referido sistema.
Palavras-chave: Modelagem matematica, atrito de arraste, ndo linearidade, dindmica veicular.

Introducéo

Os sistemas dindmicos sdo caracterizados pela variagdo de algumas grandezas em fungéo do
tempo. Comumente, estudos tedricos séo realizados sobre determinadas situacfes com a finalidade de
conhecer e compreender como tais conjunturas se organizam em sistemas. A significancia desse
conhecimento pode ser confirmada no exemplo citado por Monteiro (2002), o qual destaca que um
sistema de pilotagem de avido precisa ser submetido a analises tedricas e a testes de simuladores de
vOo para que possa suportar condicBes de turbuléncia. Assim, através de equacgbes faz-se a
representacdo dos comportamentos dindmicos do sistema.

Nesse contexto, o objetivo desse trabalho é abordar a modelagem matematica e a simulacéo
computacional da dindmica da posi¢do de um veiculo, considerando o atrito de arraste. Para delinear
esse estudo, primeiramente apresenta-se uma descricdo bibliografica sobre as caracteristicas nédo
lineares do atrito de arraste presentes no sistema. Continuando, expde-se 0 modelo matematico para
representar o comportamento dindmico do sistema nédo linear do atrito veicular, determinando a
solucdo de equilibrio e as condigdes de estabilidade, seguido dos resultados obtidos na simulacdo
computacional.

A formulacdo de modelos de sistemas dindmicos ndo lineares exige processos matematicos
mais complexos para obter a descricdo do comportamento do sistema, aplicados em vérias &reas
interdisciplinares. Entdo, evidencia-se que a modelagem matemaética auxilia para fins de simulacéo e
de analise de comportamentos dinamicos, permitindo testar estratégias e prever futuros problemas
atraves de informacGes e estimativas oriundas de especificagbes de componentes do sistema dindmico,
objeto de estudo.

Nos sistemas ndo lineares, como a modelagem matematica € normalmente proposta por meio
de equacbes diferenciais, uma pequena variacdo nos parametros pode ocasionar o inicio de uma
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alteracdo no comportamento dindmico do sistema. Tais fendmenos acontecem devido as caracteristicas
ndo lineares do sistema. Dentre essas caracteristicas, destaca-se a ndo linearidade do atrito presente no
sistema dindmico da posicao veicular.

Para Valdiero (2005), o atrito é definido como um fenémeno ndo linear multifacetado que
exibe diversas caracteristicas ndo lineares. De acordo com o0 autor, essas caracteristicas sdo compostas
pelo atrito estatico, atrito de Coulomb, atrito viscoso e de arraste, que compdem os modelos mais
simples baseados em mapas estaticos e por fendmenos dindmicos mais complexos, como atrito de
Stribeck, atrito estatico crescente, memoria de atrito e deslocamento de predeslizamento.

Nesse sentido, sera dado enfoque as particularidades do atrito de arraste. Miotto (2009)
baseando-se em GE et al. (2001), aborda que o atrito de arraste refere-se ao atrito causado pela
resisténcia ao movimento de um corpo através de um fluido, como a resisténcia do ar. Ainda, enfatiza
que ele é proporcional ao quadrado da velocidade e muitas vezes, decorre de um escoamento
turbulento.

O resultado da interacdo da corrente de ar com o veiculo em movimento gera uma componente
na diregdo axial do movel, que se opdem ao movimento do mesmo, intervindo no seu comportamento
dindmico. Esse tipo de atrito é pertinente com as tensdes de cisalhamento atuantes e as superficies em
contato, as quais podem ser lisas ou asperas. Conforme varios estudos relacionados, verifica-se que em
superficies mais lisas o ar se move de forma laminar, porém em superficies &speras, ocorre um fluxo
de ar turbilhonado aumentando o arrasto.

Entdo, para melhor entender como o atrito de arraste interfere na posi¢do veicular, torna-se
oportuno abordar detalhadamente o desempenho do ar em contato com uma superficie, citado por Leal
etal (2012).
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Figura 1 — Escoamento do ar em torno de um corpo
Fonte: Leal (2012)

O referido autor explica que quando o ar passa de A para B, adquire maior velocidade, pois
diminui a se¢do de fluxo. Com o aumento da velocidade, a pressdo estatica do ar diminui e assim,
neste trecho, o ar flui sem qualquer problema, pois vai de uma zona de alta pressdo para uma zona de
baixa pressdo. No trecho BD, devido & aceleragdo sofrida no primeiro trecho e a viscosidade do fluido,
as moléculas da camada limite ganham energia. Porém, na parte posterior do corpo ha um aumento na
secdo de fluxo de ar e, assim, uma reducdo da velocidade, produzindo uma desaceleracdo da camada
limite. As moléculas da camada limite possuem menor energia, sentindo primeiro o efeito da pressdo
adversa e em um dado ponto do contorno do corpo, a pressdo alcanga um valor que forca o fluxo a
voltar em direcdo a zona de baixa pressdo. Leal et al (2012) afirma que a quantidade de ar que retorna
aumenta, até a separacdo da camada limite e, na zona em que o fluxo é reverso, formam-se turbilhdes
gue agitam todo escoamento.

Assim, com essas averiguacOes percebe-se que a intensidade do atrito de arraste depende de
varios fatores, os quais influenciam no comportamento dindmico do sistema. Entdo, sera proposto o
modelo matematico que descreve esse fendmeno com o intuito de proporcionar uma maior captura das
caracteristicas do atrito em questéo.
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Modelagem matematica da posi¢ao veicular considerando o efeito do atrito de arraste

Quando um corpo se move através do ar, esse exerce sobre o corpo uma forca de resisténcia
que tende a reduzir a sua velocidade, denominada forca de arraste. Considerando a figura 2, pode-se
observar que essa forca de arraste, componente da forca aerodindmica paralela a dire¢cdo do mdvel,
depende do atrito viscoso do ar com as superficies sobre as quais escoa e dos efeitos causados pelo
encontro do ar com o corpo em movimento.

Figura 2 — Desenho esquematico representando o Atrito de Arraste.
Fonte: Os autores.

O modelo n&o linear de 22 ordem que descreve o comportamento dindmico da posicdo veicular
é dado pela combinagdo das equagdes:
_ (1)
. 5=m

F'I__CD.J::r::m-i} (2)

m-y+ Cp-v° =Fy (3)

onde a forca de atrito é no sentido contrario ao movimento e é caracterizada pela forca de arraste,
—-C, -y?, e aforca de tracdo, Fr, é responsavel pelo movimento, logo no sentido positivo adotado.

Como posteriormente pretende-se escrever o sistema em variaveis de estado, a equacgdo (3) pode ser
favoravelmente escrita como

C . F 4
y+2.92="T “)
m m
A equacdo diferencial (4) representa a equagdo da posi¢do de um veiculo considerando os

efeitos do atrito de arraste. Nesse sistema, 1 corresponde a massa total do carro, Cr, ao coeficiente de
atrito viscoso, y a posicao inicial, ¥ a velocidade inicial, ¥ a aceleracéo e F a forca de Tragéo.

A seguir apresenta-se a simulacdo computacional através da estimagdo dos parametros do
modelo matematico, definindo as condic6es de equilibrio e avaliando a estabilidade do correspondente
sistema.

Simulagé@o computacional do modelo matematico

Por conveniéncia, ao usar métodos computacionais para descrever a evolugdo do sistema, faz-
se necessario por meio de um processo de linearizacdo em torno de pontos de equilibrio, transformar a
equacao diferencial de segunda ordem (4) em duas equacdes de primeira ordem. Essa técnica utiliza a
definicdo de variaveis de estado, tornando os célculos mais simples na medida em que possiveis
solucbes sdo associadas a determinados parametros. Nesse caso, admite-se que para a simulacéo
computacional do sistema, o que se quer ndo é a forma exata da solu¢do, mas, sim, 0 seu
comportamento dinamico.
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Inicialmente definem-se as variaveis de estado para determinar os pontos de equilibrio e a
estabilidade no sentido de Lyapunov. Com esses dados obtidos, realiza-se o esbogo do plano de fase.
Para Slotine e Li (1991), o plano de fase resulta numa familia de trajetdrias obtidas pelo movimento da
dindmica, em que é possivel observar visualmente os efeitos ndo lineares contidos no estudo
qualitativo do sistema.

Assim, considerando x, = y e x, = ¥, tem-se a equacao (4) em variaveis de estado:

Xy =%, (®)
Cp R
Xy = —— X"+ —
- m m

E preciso, primeiramente, determinar os pontos de equilibrio ou pontos criticos. Ponto de
equilibrio € um ponto em que o sistema permanece constante, ou seja, ndo varia sua posicao em
relacdo ao tempo. Os sistemas ndo lineares freqlientemente apresentam mais de um ponto de

equilibrio.
A solucdo para o ponto de equilibrio é dada pelo valor que satisfaz a seguinte relagéo:
{:&1 =0 (6)

Ao substituir (6) no sistema (5), nota-se que o Unico ponto de equilibrio seria para x,, = 0
com Fr = 0, onde ambas as varidveis de estado permanecem inalteradas, entretanto em regime

p
CroL s e A . . F .
permanente ocorre o equilibrio dindmico na velocidade de cruzeiro x,, = |'C—T. Chama-se velocidade
4 o
de cruzeiro ao valor da velocidade em regime permanente, quando a forca de atrito de arraste iguala-se
a forga de tracdo, a aceleracdo torna-se nula e a velocidade se estabiliza. A tabela 1 apresenta os
valores dos parametros utilizados na dindmica da posi¢éo veicular sob o efeito do atrito de arraste.

Descri¢do do parametro Notacdo Valores Observacdes:
Massa do carro M 800 kg Valor estimado

Forga de Tragédo Fr 3.500 N Valor estimado
Coeficiente de atrito viscoso Co 100 N.s/m Valor estimado

Tabela 1: Parametros da dinamica do atrito veicular

Para esses valores, o0 sistema apresenta a velocidade de regime permanente de 5,91 m/s.

Conhecendo as solucbes de equilibrio, analisa-se a questdo da estabilidade do movimento
notando que para qualquer condicdo inicial adotada, 0 movimento sempre ira convergir para o
equilibrio dindmico na velocidade de cruzeiro.

A estabilidade é analisada através da matriz Jacobiana A. Assim, o sistema ndo linear dado

pelas equacdes (5) pode ser linearizado e reescrito na forma matricial * = Ax 4+ Bu tal com:

0o 28]+ 2le]
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Considerando os valores dos parametros da Tabela 1, o determinante da matriz 4 sera nulo.

Nesse caso, trata-se de uma matriz singular e o sistema dindmico admite infinitas solugdes ndo-nulas.
Entretanto, para que exista uma solugdo ndo-trivial, é preciso que o determinante da matriz dos

coeficientes (A — AI') seja igual a zero:

0—A4 1 (8)
C —
det 0 _(_DH) 0
T

Resolvendo a equagdo quadratica, tem-se os autovalores de A. De acordo com Slotine e Li
(1991), um ponto de equilibrio é estavel se todos os autovalores de 4 possuam parte real negativa. No
presente caso, os autovalores sdo A, =0 e A, = —0,0625, logo o sistema ndo é estavel em termos

da resposta em posi¢do, pois um dos autovalores é nulo. Isso significa que a posicdo do movel
apresenta comportamento instavel ao variar em fungédo do tempo.
Como A possui um autovalor igual a zero e o outro autovalor real negativo, com um conjunto

completo de autovetores linearmente independentes, a origem é considerada um ponto de estabilidade
neutra, pois néo interfere no sistema. Para o autovalor negativo, o ponto fixo néo trivial x,, = 5,91 ¢

um ponto de equilibrio da dindmica da velocidade veicular e é estavel.

Essas caracteristicas podem ser percebidas com o plano de fase do comportamento dindmico
apresentado na figura 3. Para a realizacdo da simulagdo computacional do modelo matematico
proposto, foram adotadas diferentes posi¢des iniciais com suas respectivas velocidades. Ainda,
enfatiza-se que a simulacdo computacional foi realizada com o auxilio da ferramenta MATLAB.

Plano de fase (modelo linear)
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Figura 3 — Comportamento dindmico da posi¢do veicular considerando o Atrito de Arraste, onde a
partir de diferentes condicdes iniciais (pontos marcados com asterisco e vermelho) todas as trajetorias
convergem para o valor da velocidade de cruzeiro, 5,91 m/s (linha horizontal).

Fonte: Prdprios autores.
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Concluséao

Apresenta-se a modelagem matematica da dindmica da posicdo veicular considerando a ndo
linearidade do atrito de arraste. Através desse estudo, constata-se que a magnitude do atrito de arraste
depende do formato aerodindmico do moével, da rugosidade e viscosidade do ar, da velocidade
imposta, além das diferencas de pressdao em torno do veiculo. Com o modelo proposto é possivel
descrever matematicamente o comportamento dindmico do sistema, incluindo as respectivas
interferéncias. Ao analisar a estabilidade, conclui-se que o sistema néo é estavel em termos de posicao,
mas é estavel em termos de velocidade veicular, convergindo sempre para velocidade de cruzeiro.
Essas verificacbes sdo observadas no plano de fase, confirmando que independentemente das
condicBes inicias adotadas, todas as solucdes tenderam para o ponto de equilibrio de velocidade
mencionado. Assim, esse trabalho possibilita perceber a importancia dos sistemas dindmicos nédo
lineares para representar diferentes tipos de situa¢des, na evolugdo temporal.
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