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Resumo: Os problemas de roteamento em arcos tém grande aplicabilidade a problemas reais e
podem ser abordados de diversas formas dependendo de suas restrigdes. Eles consistem em
determinar rotas para veiculos de forma que atendam um conjunto de arcos em um grafo. O
objetivo desse artigo é apresentar uma modelagem matematica para uma adaptacéo do Problema
de Roteamento em Arcos Capacitado e Periddico. Através de programacdo linear binéria
pretende-se determinar uma rota para multiplos veiculos respeitando suas capacidades,
considerando um horizonte discreto de tempo e que atenda as demandas de cada arco.

1 Introducéo

Muitos problemas logisticos, como localizagdo de facilidades, gerenciamento de
armazéns e roteamento de veiculos, tém sido resolvidos por pesquisadores. Os gquais tém tomado
uma sequéncia de resolugdo desde decisdes estratégicas até operacionais [5]. Um desses
problemas é o de roteamento em arcos, em inglés Arc Routing Problem (ARP), que tem por
objetivo determinar o menor custo para atravessar um conjunto de arcos de um grafo, com ou sem
restrigdes. Essa classe de problemas pode ser aplicada numa série de contextos praticos como
coleta de lixo, entrega de cartas, remocdo de neve, inspecao em linhas de energia elétrica, inspecao
e manutencao de ferrovias e rodovias.

Ao contextualizar esses problemas obtém-se algumas variaces, uma delas é abordada
neste artigo que tem por objetivo propor uma modelagem matematica a partir de um problema
real envolvendo uma malha ferroviaria. Essa modelagem leva em conta: a capacidade dos
veiculos em executar o trabalho, o horizonte de tempo em que toda a malha deve ser atendida e a
demanda de cada trecho. O problema que envolve todos esses aspectos é conhecido como
Problema do Roteamento em Arcos Capacitado e Periédico, em inglés Periodic Capacitated Arc
Routing Problem (PCARP), e dependendo da forma como é tratado pode incluir uma série de
complicacGes para sua resolucdo.

2 Reviséo da literatura

Segundo Ghiani et al. [4], diferentemente dos problemas de roteamento em nds que sao
os problemas de roteamento mais estudados, a literatura do problema de roteamento em arcos é
mais pobre e desorganizada. Porém, s&o problemas que vem ganhando cada vez mais importancia.
De maneira geral, sdo problemas definidos em um grafo G=(V,A), onde V é o conjunto de vértices
(ou nbs) e A o conjunto de Arcos que podem ser direcionados ou nao, dependendo do problema.

Eiselt et al. [2, 3] abordam diversos problemas de ARP, e fazem uma revisdo dos
principais problemas estudados até o ano de publicacdo. O primeiro problema encontrado na
literatura é o das pontes de Konigsberg, no qual é necessario determinar um caminho minimo em
que um individuo atravesse todas as 7 pontes que chegam a cidade exatamente uma vez e volte
ao seu ponto de origem. O Problema do Carteiro Chinés (Chinese Postman Problem - CPP) é
muito parecido com o problema das pontes: um carteiro deve cobrir toda sua rota com
possibilidade de atravessar os arcos mais de uma vez. Outro problema de grande aplicabilidade é
0 Problema do Carteiro Rural (Rural Postman Problemn - RPP), onde é necessério atravessar
apenas um subconjunto de arcos RCA.
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Um RPP pode ser tratado como um Problema de Roteamento em Arcos Capacitado
(Capacitated Arc Routing Problem - CARP), o CARP ¢é um problema mais dificil que os ja
citados, dado que além de simplesmente fazer o roteamento nos arcos, cada arco tem uma
determinada demanda e a capacidade de cada veiculo ao atender esses arcos deve ser levada em
conta. Grande parte dos problemas reais sdo formulados dessa forma [5].

Uma extensdo natural do CARP é o Problema de Roteamento em Arcos Capacitado e
Periddico, ao invés do problema ser resolvido para apenas um dia ele é expandido para multiplos
periodos [8]. Sdo problemas que costumam ter um depo6sito onde devem iniciar e terminar sua
rota diariamente.

Lacomme & Prins [7] propGe uma definicdo basica para o PCARP, bem como alguns
algoritmos para sua resolucdo. Dado um grafo e um discreto horizonte de tempo H com np
periodos, cada arco tem uma frequéncia f(a) que pode ser de no maximo uma vez por dia, restricao
essa que ainda pode ser expressa com base no intervalo entre servicos no mesmo arco. O mesmo
autor ainda afirma: “o PCARP implica na determinag@o simultanea das decisdes no nivel tatico e
operacional em todo horizonte de tempo” (pagina 539).

Em muitas aplica¢des o PCARP tem particularidades que o tornam mais complexo, como
demandas flutuantes ao longo do tempo ou ainda restricGes de intervalos entre dias de servico
(periodicidades ou frequéncias). Baseado nisso o problema foi classificado em duas classes [6, 7]
como ilustra a Figura 1.

Varios problemas de prevengao

CLASSE A: 4'{ Inspecdo de linhas elétricas ‘
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Figura 1: Uma simples classificagdo do PCARP. Fonte: Lacomme & Prins [7].

A CLASSE A representa 0 conjunto dos problemas em que a demanda ndo resulta de
acumulacdo diaria de algum fator, por exemplo, muitos servicos de prevencdo, inspecdo e
monitoramento, como o servigo de pulverizacdo de herbicidas em trilhos de trem onde o tempo
gasto por metro e a demanda ao longo do tempo é fixa. J4 a CLASSE B envolve problemas como
a coleta de lixo, onde a demanda aumenta conforme vao se passando os dias. Além disso, a
CLASSE B pode ser subdivida em problemas aciclicos (subclasse B1) ou ciclicos (subclasse B2).
Em B1, o horizonte de tempo é bem definido e a demanda é flutuante ao longo do tempo, como
no caso da remocéo de plantas em rodovias, assumindo que no inverno as plantas ndo crescem de
forma que a demanda é nula. Em B2 o intervalo de tempo se repete continuamente, por exemplo,
a coleta de lixo se repete de semana em semana [7].

Chu, Labadi, & Prins [1], foram os primeiros a propor uma modelagem matematica para
0 PCARP. Eles conseguiram resultados 6timos em softwares comerciais apenas para instancias
muito pequenas com 5 periodos e 10 arcos, por exemplo. Os autores ja esperavam esses resultados
devido & natureza do problema — NP-Hard — e por isso propuseram trés heuristicas capazes de
resolver o problema.

Monroy et al. [8] modela matematicamente o problema de monitoramento da malha
rodoviéria, que é realizado periodicamente, e propde uma heuristica para sua resolugdo. As ruas
ou rodovias sdo divididas em classes de acordo com a necessidade de vigilancia e a hierarquia
das vias. Cada categoria tem sua demanda (nimero de passagens) durante um horizonte de tempo
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ja definido. O objetivo é designar um conjunto de rotas satisfazendo as frequéncias de cada classe
de vias em cada subperiodo de tempo sem exceder a capacidade do veiculo.

3 O problema

Um processo gque ocorre nas empresas que trabalham com ferrovias é a manutengédo
preventiva e inspecdo dos trilhos. Toda malha ferroviaria deve ser avaliada para que sejam
prevenidos acidentes, como tombamento de trens. Para isso existem sofisticados equipamentos
capazes de fazer medicdes especificas para prevenir acidentes. Esses equipamentos costumam ter
um custo elevado e sdo como carros — daqui para frente chamaremos esse equipamento de carro
— que se deslocam pelos trilhos executando sua tarefa.

A malha ferroviaria brasileira tem grande extensao e os equipamentos disponiveis devem
ser colocados em locais estratégicos para fazer essas medicGes, cada trecho tem uma demanda
conhecida a priori que diz de quanto em quanto tempo ele deve ser analisado, ou seja, sua
periodicidade. O horizonte de tempo se repete formando ciclos, desta forma, faz-se necessario
tomar decisdes operacionais sobre quais trechos devem ser trabalhados diariamente e, também,
decisdes estratégicas que abranjam todo o horizonte para evitar atrasos nas periodicidades.

E um problema que se encaixa na CLASSE A proposta por Lacomme & Prins [6, 7],
porém uma particularidade que o torna diferente dos propostos na literatura é que ao final de cada
dia de trabalho o carro ndo necessita voltar para um deposito, ele permanece onde esté ao final do
dia e, no préximo, parte do ponto onde parou no dia anterior.

4 Metodologia

A malha ferroviaria tem diversos pontos que poderiam ser tratados como vértices, a fim
de simplificar o problema os vértices foram definidos no grafo de forma que o deslocamento entre
um ponto e outro fosse baseado numa decisdo operacional que corresponde exatamente a
capacidade de execucdo de servico de um carro em um dia. A Figura 2 ilustra um exemplo do
problema:

-— 1 vez a cada 24 dias
-=1 vez a cada 16 dias

Figura 2: Exemplo do problema. Fonte: O autor.

Na Figura 2, um carro consegue se deslocar entre os pontos 3 e 7 durante um dia, 7 ¢ 8
durante outro e assim por diante. Com essa simplificacéo, as restricdes de capacidade dos carros
no modelo matematico acabam implicitas em uma varidvel binéria, onde cada carro s6 podera
trabalhar em uma aresta diariamente. O arco formado pelos pontos 4 e 6 tem uma periodicidade
de 16 dias, o que significa que esse arco ndo pode ficar mais de 16 dias sem ser atendido por um
carro. Ainda nesse exemplo, o horizonte de tempo se torna igual & maior periodicidade entre todos
0s arcos (24 dias) e ao final do Gltimo dia o carro deve voltar ao ponto inicial para dar inicio a um
novo ciclo.

4.1 Formulacdo Matematica
A formulacéo parte de um grafo ndo direcionado G=(V,A), com n pontos, logo, V= {vs,
Vo, ..., Vn}, € marcos com A= {as, a, ..., am} que devem ser percorridos por nk carros definidos
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pelo conjunto K={1, 2, ..., k}. Cada arco é formado por um par de nés, é chamado de xij = (v;,v;),
e é associado a um custo c;. A capacidade de cada carro € de percorrer 1 arco por dia, e a demanda
ou periodicidade de cada arco é expressa na quantidade maxima de periodos em que o arco deve
ser atendido ao menos uma vez MP(x;). Tem-se ainda o horizonte de tempo H, formado por np
periodos, onde cada periodo é simbolizado pela letra p.

O modelo ¢é baseado em Programacao Linear Binéria, logo para a resolucdo do problema
foram criadas trés varidveis binarias apresentadas abaixo:

1, se o carro k se desloca do ponto i para o ponto j no periodo p

Xij -
ke 0, caso contrario
) 1, se 0 arco x;; ndo respeita a periodicidade no periodo p
Piip 0, caso contrario
f 1, se o carro k fica parado no ponto i no dia p
ikp

0, caso contréario

As variaveis pij € fip foram criadas para que o problema tenha uma factibilidade. Cada
variavel pij, tem associado a ela um custo PUj;, que é uma punigdo caso a periodicidade de um
arco nao seja atendida. E a variavel fi, permite que o carro folgue em um determinado dia, pois
algumas vezes é possivel obter uma solugdo com menos deslocamentos se o carro esperar para
atravessar um arco.

A funcéo objetivo é dada pela equacéo (1):

nk np np
S 3 T ) »
(vi,Vj)EAk=1 p=1 (vi,vj)EAp=1

E os problemas estdo sujeitos as seguintes restri¢oes:

z Xjikp + fikp — Z Xijkp+1— fikp+1 =0 Vv, €V, k,p )
(vjvi)eEA (vivj)eA
n
Xijkp + Z Xjikp + Zfikp =1 Vp, k (3)
(‘U]','Ui JEA (V]',Ui JEA i=1
nk
Xijkp t Xjikp t Xijkp+1 t Xikpr1 T -
+p;, =21 V(vv;) €V,
kz_1< +xijk,p+MP(xij) + xjik,p+MP(xij) pl]p ( t ") p (4)
Xijkps Dijps fikp  €10,1} V (vv)) EV,k,p (5)

A restricdo (2) garante o fluxo diério dos carros permitindo a folga, sendo que, como
serdo formados ciclos, ao fim do periodo np o carro deve retornar para 0 mesmo local em que
estava no dia 1, ou seja, o periodo np + 1 é igual ao dia 1, e assim por diante. Isso vale para todo
0 horizonte de tempo e para todas as restri¢fes. A restricdo (3) garante que todos 0s carros terdo
alguma designacdo para o dia p, além disso, garante que a capacidade de cada carro ndo seja
excedida. Ja a restrigdo (4) é a mais complexa, ela se refere a periodicidade em cada trecho e é
quando as variaveis pijp podem assumir valor 1, ou seja, podem ocorrer punic6es. Contudo, se a
necessidade for de apenas uma passagem durante todo o horizonte de tempo, a restricdo pode ser
simplificada para apenas um dia p e a variavel pjj, pode ser descartada. E, finalmente, a equagéo
(5) determina que todas as varidveis sejam binarias.
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5 Consideracoes finais

Os problemas de roteamento em arcos tém grande aplicabilidade e podem ser adaptados
conforme as necessidades. O PCARP é um problema NP-Hard e quanto mais restricdes tiver, seja
guanto a quantidade, capacidade, ou tempo, mais dificil é encontrar uma solugdo. O problema
aqui proposto foi modelado e executado no CPLEX 12.4 em um computador Core i5 com
processamento de 3,1 GHz com 8 Gb de meméria RAM em um sistema operacional de 64 bits.
Instancias pequenas como a da Figura 2, com apenas 1 carro, 11 pontos, 12 arestas e 2
periodicidades obtiveram solucdo exata em 387 segundos. Problemas mais complexos com dois
carros, envolvendo um horizonte de tempo de 60 dias, 4 periodicidades, 21 pontos e 22 arcos sdo
processados até a meméria do computador se esgotar e ndo se obtém uma solugdo 6tima, porém
se 0 programa for limitado a 24 horas de itera¢cdes consegue-se bounds com boas solucdes.

Algumas adaptacdes que podem ser feitas decorrem da necessidade de que o carro
trabalhe continuamente sem parar, neste caso ndo é necessario utilizar as variaveis fi, ou, se ndo
for permitido que atrasos ocorram, eliminam-se as variaveis pijp. Entretanto, essas adaptagdes
podem fazer com que o problema torne-se infactivel.

Para trabalhos futuros € interessante desenvolver heuristicas e comparar solugdes para
escolher um método apropriado para resolucdo do problema, além disso, podem-se desenvolver
modelos para definir a real necessidade de equipamentos para malha de forma que todos os
servicos sejam atendidos sem que ocorram ociosidade ou atrasos.
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