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Resumo. Apresentamos neste trabalho algumas caracteristicas da geometria esférica e duas ativi-
dades que contextualizam essas caracteristicas. Nas atividades, planejadas para o Curso de Licen-
ciatura em Matemadtica, abordamos conceitos de cartografia usando o Google Farth. Concluimos
que o Google Earth é uma ferramenta fantastica para ser explorada no ensino de geometria esférica.
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1 Introducao

Vivemos sobre uma superficie quase-esférica. A geometria Euclidiana nao é suficiente para
explicar o nosso mundo, muito menos o universo que o cerca. Assim, o estudo de geometrias nao
Euclidianas, como a geometria esférica por exemplo, é um tema pertinente a formacao do professor
e precisa ser abordada nos cursos de Licenciatura em Matematica.

Ainda, as Diretrizes Curriculares da Educacio Bésica - Matemadtica da Secretaria de Estado
da Educagao do Parand (SEED) [14] estabelecem pardmetros para o ensino de geometrias nao
Euclidianas no Ensino Fundamental e no Ensino Médio. Infelizmente, o mesmo néo ocorre com a
Base Nacional Comum Curricular (BNCC) [4].

Assim, abordamos neste trabalho a geometria esférica, propondo atividades que contextualizam
algumas caracteristicas dessa geometria, estas embasadas por teoremas demonstrados em [3},/12] e
ilustradas em figuras tridimensionais construidas com o CorelDRAW [6], que pode ser substituido
pelo GeoGebra 3D [9[13/15]. Nas atividades apresentadas, exploramos conceitos de cartografia
usando o Google Earth [10]. Essas atividades foram planejadas para o Curso de Licenciatura em
Matematica, mas no trabalho de pesquisa propomos também atividades de geometria esférica para
o Ensino Fundamental e o Ensino Médio [12].

2 Caracteristicas da geometria esférica

A geometria esférica é uma particularidade da geometria eliptica, ambas desenvolvidas por Ge-
org Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866). Segundo [3], a geometria esférica satisfaz o Postulado
m (postulado eliptico das paralelas).
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Postulado 2.1. Dados uma reta v e um ponto P nao pertencente a r, toda reta que passa por P
intersecta r.

Figura 1: Superficie esférica de centro O

e raio p A

2.1 Coordenadas esféricas

k4
A

Figura 2: Coordenadas do ponto P, per-
tencente a S,f, em fungdo dos angulos ¢ e

¥ [12).

N.

A geometria esférica é a geometria definida sobre a
superficie 5’3 de uma esfera Eg, de centro O = (xq, Yo, 20)
e raio p, ilustrada na Figura Assim, um ponto P =
(z,y,2), de abscissa x, ordenada y e cota z, pertence a
superficie esférica Sﬁ se, e somente se,

(v — 20)? + (y— yo)2 + (z — z0)2 =p’

A reta esférica é uma circunferéncia maxima de S’g .
Dessa forma, diferentemente da reta Fuclidiana, que € in-
finita, a reta esférica tem comprimento finito. Duas retas
esféricas, ou seja, duas circunferéncias maximas de Sz,
sempre se intersectam em dois pontos diametralmente
opostos.

As coordenadas de um ponto P pertencente a S,f,
denominadas coordenadas esféricas de P, sao de grande
importancia & comprovacao de resultados na geometria
esférica. Para todo ponto P = (z,y,z) pertencente &
5’3, hé dois angulos ¥ e ¢ delimitados pelos eixos orto-
gonais xOyOz. Esses dois angulos sao suficientes para
definirmos as coordenadas esféricas de P.

Consideremos o plano equatorial de Sg, ilustrado na
Figura no qual os pontos P; e A = (p,0,0) pertencem
ao equador. Denotamos A@Pl = ¢, o qual rotaciona
em torno do eixo z, ou seja, 0 < ¢ < 2w, e NOP = 1,
onde P € S,f e 1 nao excede uma medida angular de w
radianos, ou seja, 0 < ¥ < 7. O sentido positivo para
@ e 1 é o sentido anti-horario, definido por rota¢oes em
Sz B[

Para definirmos as coordenadas esféricas de P em
funcao dos angulos ¢ e v, devemos construir uma cir-
cunferéncia maxima C' que passe por P;, P e pelo polo

Teorema 2.1. Se P = (z,y,2) € um ponto pertencente d Sﬁ, com0<p<2r el <Y<, entao
as coordenadas esféricas de P sao dadas por:

P = p(cospsenip, senpsent), cosy)) . (1)
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2.2 Geodésicas

Uma geodésica de Sﬁ é um arco de circunferéncia méxima (segmento de reta esférico). Mais
especificamente, é o arco de circunferéncia maxima que minimiza a distancia entre dois pontos
pertencentes a superficie esférica . A Figura ilustra uma geodésica de Sﬁ.

Dados dois pontos P, Q € SIf - Figura o arco PQ é
definido pelo angulo POQ = «, onde O é o centro de Sg
e 0 < a < 7. Dessa forma, o comprimento da geodésica

PQ ¢é a distancia entre os pontos P e () na superficie
esférica.

Teorema 2.2. Se P,QQ € Sz sGo dois pontos ndo diame-

tralmente opostos, entao existe uma unica geodésica em
2 .
S, ligando P a Q.

Teorema 2.3. Se P = (p1,p2,p3) € Q = (¢1,92,q3) SGo
dois pontos pertencentes a Sg e a € o angulo central cor-

) , respondente ao arco de circunferéncia mdxima f’a, entao
Figura 3: Uma geodésica de S;: o arco ¢ distdncia dge (P,Q) de P a Q ¢ igual a
PQ ou d(P,Q) [12]. !

dsz (P, Q) = pa = p arccos (p1Q1 +p2;]2 +p3qs) . (2)
b p

2.3 Area do tridngulo esférico

Na geometria Euclidiana, trés pontos distintos nao colineares definem um unico triangulo; na
superficie esférica, trés pontos distintos, nao pertencentes simultaneamente & mesma geodésica e
nao diametralmente opostos dois a dois, definem oito triangulos esféricos, como ilustra a Figura
@kb Em um trlangulo esférico ABC - Figura @(a os pontos A, B e C sdo os vértices; as

geodésicas AB AC e BC sio os lados e «, B ey sao os angulos internos.
z

A

(b) (c)

Figura 4: (a) Tridngulo esférico ABC ; (b) tridngulos esféricos definidos por trés pontos distintos ;
(c) tridngulo esférico trirretangulo ABC' [12].

Considerando os pontos A = (p,0,0), B = (0,p,0) e C = (0,0, p), o tridngulo esférico ABC
tem &rea equivalente a um oitavo da superficie esférica - Figura (c) Mais, seus angulos internos

~ L. . ™ . . ~ .
sao todos retos, ou seja, iguais a 57 pois os eixos Oz, Oy e Oz sao ortogonais e cada uma das
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geodésicas AB, AC e BC esté contida em um 1nico plano que é ortogonal aos planos que contém as
outras duas. Este é um resultado interessante, visto que, diferentemente da geometria Euclidiana,
o triangulo esférico ABC' tem angulos internos cuja soma é maior do que 7.

Teorema 2.4. Se ABC ¢é um triingulo em Sg, cujos angulos internos medem «, [ e vy, entao a
drea A de ABC € igual a

A(AABC) = p*[(a+ B +7) — 7. (3)

A medida é positiva. Essa medida pode ser reescrita como
A(AABC) = p*E, (4)

onde E = a+ B+~ —m é a deficiéncia (excesso) do tridngulo esférico ABC, isto é, o quanto a
soma dos angulos internos de ABC' excede 7. A relacdo viabiliza a demonstracao da soma dos
angulos internos de um triangulo esférico.

Teorema 2.5. Se ABC é um triangulo esférico de angulos internos a, B e v, entdo a soma dos
angulos internos de ABC' € dada por m < a+  + v < 3m.

2.4 Trigonometria esférica

Para calcular a area de um tridngulo esférico pela relagao , precisamos conhecer as medidas
dos angulos internos.

Uma vez conhecidas as medidas dos lados do triangulo
esférico, a lei dos senos esférica e a lei dos cossenos
esférica nos permitem calcular a medida dos angulos in-
ternos.

Teorema 2.6. Se ABC ¢ um triangulo em Sg, cujos
angulos internos sao «, B e v e cujos lados opostos a
esses angulos medem, respectivamente, a, b e ¢, entao:

sena senf3 seny

) =) =0

Figura 5: Triangulo ABC em S} [12]. Teorema 2.7. Se ABC € um triangulo em Sg, cujos

angulos internos sdo «, B e vy e cujos lados opostos a
esses angulos medem, respectivamente, a, b e ¢, entao:

(5) - (2)=(3) (5) - (3)=(5) (5) - ()= (3)
CcoSs — — COS - Ccos — CcoSs - — COS — CcoSs - coSs — — COS — CcoSs -
coso — P P P/ cosp = P P P P p p/
| (5)=(5) 2) e (5

sen | — ) sen | —

P P

w8 ()

A Figura [f ilustra os lados e os angulos internos do tridgulo esférico ABC.

3 Atividades

Os textos de [11|2,8,/11] podem ser lidos e analisados antes da aplicagdo das atividades.
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3.1 A cidade mais distante de Curitiba

Nesta atividade, relacionamos as coordenadas geograficas de um ponto na superficie terres-
tre as coordenadas esféricas desse ponto, e empregamos as coordenadas esféricas para calcular a
distancia entre as cidades de Curitiba, no Brasil, e de Uruma, no Japao. Para tanto, os estudantes
devem ser capazes de transformar coordenadas geogréficas em coordenadas esféricas e de calcular
o comprimento de uma geodésica.

A cidade mais préxima do ponto antipoda (lugar dia-
metralmente oposto) a Curitiba na superficie terrestre é,
segundo [5], a cidade de Uruma, no Japao. Conforme
[17], as coordenadas geograficas de Uruma sao:

26°22'45" N'; (5)
127°51'27"E. (6)

.‘Z>N

A coordenada geografica ¢é a latitude de Uruma,

»)  que estd ao norte do equador; a coordenada @, é a
¢ longitude de Uruma, que estd a leste do meridiano de
Greenwich. Em Cartografia, a latitude (N ou S) e a

longitude (E ou W) de um ponto P sao dadas, respec-

X tivamente, pelos angulos ¢’ = g — 1 e p, onde ¢ é a

colatitude (dngulo complementar da latitude) de P. A
Figura [0 ilustra os angulos ¢ e ¢, os quais determinam,
juntamente com a medida do raio da superficie esférica,
as coordenadas esféricas do ponto P.

Figura 6: Colatitude ¢ e longitude ¢ do
ponto P na superficie esférica S2 [12].

Empregando o Teorema [2.1] e p = 6371km como medida do raio médio da Terra, os estudan-
tes transformam as coordenadas geograficas de Curitiba e de Uruma, presentes na Tabela [1| em
cooordenadas esféricas. Em seguida, usando o Teorema [2.3] calculam a distancia, em km, entre
as cidades de Curitiba e Uruma. Para finalizar, os estudantes utilizam o Google Earth [10] para
localizar na superficie terrestre Curitiba e Uruma, e comparam a distancia entre as duas cidades
fornecida pelo Google Earth com a distdncia previamente calculada.

Cidade Latitude Colatitude Colatitude (rad)  Longitude  Longitude (rad)

Curitiba  25925’47”S  64°34'13”S 1,117 49°16’19"W 0,8552
Uruma  26°22’45"N  63°37'15”N 1,0996 12795127 E 0,4712

Tabela 1: Coordenadas geograficas das cidades de Curitiba e de Uruma [10L[17].

3.2 O triangulo das Bermudas

Nesta atividade, empregamos as coordenadas esféricas para calcular a distancia entre as trés
cidades que definem o triangulo das Bermudas e a area do triangulo esférico que tem por vértices
essas trés cidades. Para tanto, os estudantes devem ser capazes de calcular o comprimento de uma
geodésica e a drea de um tridngulo esférico.

O triangulo das Bermudas, ilustrado na Figura (a), talvez seja um dos assuntos mais iconicos
em termos de eventos desastrosos para a aviagdo e a navegacgao, afinal diversos avides, barcos
e navios desapareceram de forma misteriosa ao trafegarem por sua area, determinada por Fort
Lauderdale-EUA, San Juan—Porto Rico e Hamilton—-Bermudas, como mostra a Figura b).
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(b)

Figura 7: (a) Area do tridngulo das Bermudas ; (b) vértices do triangulo das Bermudas .

H& explicagoes cientificas para os desaparecimentos, tais como aquelas baseadas no campo
magnético da regiao, eventos climéticos como terremotos e redemoinhos, correntes maritimas etc.
Mas também hé explicagoes sensacionalistas, baseadas em conspiragoes, e até mesmo sobrenaturais.
Os mistérios do tridngulo das Bermudas passaram a ser popularmente conhecidos através do livro
Invisible horizons: true mysteries of the sea, do escritor sensacionalista americano Vincent Gaddis
(1913-1997).

Utilizando o Teorema [2.1} p = 6371km como medida do raio médio da Terra e os dados da
Tabela [2] os estudantes transformam as coordenadas geogréficas das cidades de Fort Lauderdale,
San Juan e Hamilton em cooordenadas esféricas; logo apds, empregando o Teorema [2.3] calculam
a distancia, em km, entre cada uma das trés cidades; em seguida, empregando os Teoremas e
determinam as medidas dos angulos internos do triangulo esférico cujos vértices sdo as trés
cidades. Para finalizar, usando o Teorema os estudantes calculam a 4rea, em km?, do tridngulo
das Bermudas, e comparam essa medida com a fornecida pelo Google Earth.

Local Latitude Colatitude (1) Longitude ()
Fort Lauderdale — 26°8’N 63°52'N 80°8'W
San Juan 18928'N 71932°'N 66°4'W
Hamilton 32°18'N 57°42’N 64°47W

Tabela 2: Coordenadas geogrificas do triangulo das Bermudas .

4 Conclusoes

Neste trabalho, discorremos sobre a geometria esférica, apresentando relagoes geométricas im-
portantes, tais como a soma dos angulos internos e a area de um triangulo esférico. Propomos
ainda algumas atividades para explorar conceitos de geometria esférica no Curso de Licenciatura
em Matematica.

Esperamos que este trabalho seja 1til aos estudantes do Curso de Licenciatura em Matemaética
da UTFPR, Campus Curitiba, principalmente na disciplina de geometria espacial, que tem na
ementa uma introdugao as geometrias nao Euclidianas, e também aos professores de matemaéatica
da Educagao Basica.
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