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Resumo. Neste trabalho, uma solugao para o problema da cinética espacial na teoria da difusao
de néutrons multigrupo em geometria cartesiana unidimensional é derivada. A partir da divisdo do
dominio espacial em nodos homogéneos, uma integragao nodal é aplicada nas equagoes da cinética
espacial, obtendo varidveis médias em cada nodo: fluxos, concentragdes de precursores e densidades
de correntes. As densidades de correntes para cada interface sdo aproximadas pela média ponderada
dos coeficientes de difusdo e pelos fluxos médios. Uma solugao analitica na varidvel temporal na
forma de uma exponencial matricial é proposta e, essa exponencial matricial, é avaliada pela apro-
ximagao de Padé e pelo método de Schur-Parlett. Os resultados numéricos obtidos sdo comparaveis
aos resultados existentes na literatura e o método de Schur-Parlett mostra uma maior eficiéncia a
aproximacao de Padé.

Palavras-chave. Cinética Espacial, Teoria da Difusdo de Néutrons, Exponencial Matricial.

1 Introducao

As Equagoes da Cinética Espacial (ECE) modelam a evolu¢do temporal da populagdo de
néutrons nos reatores nucleares. O modelo consiste de dois conjuntos de equagoes acoplados:
um descreve os néutrons emitidos pela fissao e o outro os néutrons emitidos no decaimento dos
produtos de fissdo (precursores) [6]. As ECE na teoria da difusdo de néutrons sdo amplamente
utilizadas por fornecer resultados satisfatérios para calculos globais em fisica de reatores [6]. Ao
longo dos anos, diversas metodologia foram propostas para solucionar este problema da cinética
espacial, por exemplo, por diferengas finitas [12], por expansao em séries [4], pelo método ortogonal
quase estatico [9], entre outras. Além da relevancia do ponto de vista fisico, os sistemas sao rigidos
e o tratamento numeérico é desafiador.

Neste trabalho, aplicamos uma integracao nodal na varidvel espacial das ECE e, para as
incognitas adicionais que sao geradas, relativas as densidades de corrente, propomos uma nova
forma de aproximacao. Além disto, na dependéncia temporal das equagoes resultantes da inte-
gragao nodal, investigamos particularmente neste trabalho solucoes analiticas que estao relacio-
nadas as exponenciais matriciais. Em problemas de cinética, essas exponenciais muitas vezes sao
avaliadas através das aproximagoes de Padé [1]. Nés introduzimos a solugdo via o método de
Schur-Parlett [5]. Apresentamos resultados numéricos para a verificagdo da proposta.
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2 Formulacao Matematica

As ECE na teoria da difusdo de néutrons para o caso unidimensional em geometria cartesiana,
um intervalo [zg, | contido em R, sdo escritas como [6]

1 0¢y(x,t 0 Oy (x,t
vg¢q8(t ’ ) = — % (—Dg($,t)¢ga($7 )) - ZR9($,t)¢g($,t)
X &
+ (1 - 6)?9 Z Vg/ng/(x,t)¢g/($,t)
g'=1
(1)
+Zzsgga: )by (z,t) +ngA Cp(, t),
g =1
g'#g
dC,(x,1) By
—5 =~ ApChp(z,t) + 7a z; VgXpg(,t)dg(z, ),
=
onde x € [zg,xf], t € [to,00) sendo ty o tempo inicial, g = 1,...,G séo os grupos de energia e
p=1,..., P sao os grupos das concentracoes de precursores. Para cada grupo de energia g: ¢4 é o
fluxo escalar de néutrons, [cm™2 - s71]; v, é a velocidade dos néutrons, [cm - s71]; D, é o coeficiente
de difusao, [cm]; Xy € a Segéo de choque macroscépica de remocao, [em™1]; x4 é o espectro de

fissao dos néutrons prontos; Xg ¢ o espectro de fissdao dos néutrons atrasados; v, é o niimero médio
de néutrons liberado por fissdo; X ¢4 € a secao de choque macroscopica de ﬁssao [em~1] e Yegrg € 2
secdo de choque macroscépica de espalhamento do grupo ¢’ para o g, [cm~!]. Para cada grupo de
precursores p: C,, é a concentragio de precursores de néutrons atrasados, [cm™3]; 8, é a fragao de
néutrons atrasados e A\, é a constante de decaimento dos precursores de néutrons atrasados, [s™'].
Além destes parametros, 8 é a fracdo de néutrons atrasados e K é o fator de multiplicagao efetivo.

As condigoes de contorno mais usuais para as Egs. (1) s@o do tipo de Dirichlet, Neumann ou
Robin, que sao escritas na forma

0
agpg(z,t) +bg%¢g(xvt) =0, (2)

Zq Zi

onde x; é o valor da varidvel  no contorno e |ag4| + |by| > 0 para a4 e by constantes reais. Em
meios heterogéneos (diferentes materiais), temos também as condigbes de continuidade do fluxo
e da densidade de corrente nas interfaces dos materiais. Além das condicoes de contorno e das
condigoes de continuidade, no problema da cinética espacial definimos as condigoes iniciais

G
0u(@.0) = bpoa) e Cyl0) = S 0,2 . O)of), Q

onde z € [zg,xf] e Ppgo(x) sdo os fluxos obtidos no problema estaciondario [13].

Nas equagoes (1), aplicamos uma integragdo nodal. Para isso, dividimos o dominio em N
subintervalos (nodos) com propriedades constantes (meio homogéneo) de dimensdes Az(?), para
um nodo arbitrério (i), e, em cada nodo, integramos para todo = € [2;_1,z;] e dividimos por Az(®)
Assim, obtemos
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onde q_S_,(f) (t) é o fluxo médio de néutrons, C’,gi)(t) é a concentracdo média de precursores e J_éi)(x, t)
é a densidade de corrente de néutrons definidos, respectivamente, como

¢()

Rl M/ Oz, 1)dr Q

(z,t)d (5)

J0) (z,t) = — D (t)%cbé“ (2,1). (7)

Observamos que nas Egs. (4) temos GN incégnitas relativas aos fluxos, G(N + 1) incégnitas
relativas as densidades de corrente e PN incdgnitas relativas as concentragoes de precursores. En-
tretanto, temos apenas um conjunto de (G 4+ P)N equagoes. Como usual em metodologias nodais,
introduzimos equagoes auxiliares para a resolugao do problema. Para essas equacoes auxiliares,
propomos aproximar as densidades de correntes em funcao dos fluxos médios, que sao inspira-
das no estudo comparativo realizado na ref. [13] para o problema da criticalidade. Desta forma,
aproximamos as densidades de correntes nas interfaces do nodo (i) como

9 (D U (1) Az D +D(Z (t )Ax(i))
(Azli+1) + Al‘(i))

o= =) o
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O (@im,t) PPN 3 (t) ~ 35 (1) )
Observamos que essas aproximagoes nao estao definidas para os contornos do problema, pois

elas dependem das condigbes de contorno, Eq. (2). Nesse caso, definimos as aproximagoes das

densidade de corrente como

IR
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(z

onde a{™ e b\

sao as constantes da condi¢io de contorno em zg e ag * ) e bézf ) sd0 as constantes
da condi¢io de contorno em z;. Cabe ressaltar que estamos impondo al™ Az() £ 2pir)

agmf ) Az(M) #* —ZbE,zf ). Por fim, quando substituimos todas estas aproximagoes na Eq. (4), obtemos
um sistema de equagoes diferenciais na varidvel temporal. Este sistema de equagdes obtido pode

ser escrito como um tnico sistema global da forma

d _
() = A (), (12)

onde A(t) é a matriz de ordem (G + P)N x (G + P)N, que contém os parametros nucleares do
problema e ¥ (t) é o vetor de ordem (G + P)N, que contém os fluxos médios e as concentragoes
médias de precursores. Se A(t) é uma matriz cujos elementos sdo fungdes continuas em ¢ e A(¢)

comutar com fot A(s)ds, entdo o sistema de EDO’s (12) possui uma solugéo analitica [7] na forma

T(t) = elo AL (13)
onde ¥ é o vetor que contém as condicdes iniciais. Se os parametros nucleares forem constantes,
os elementos da matriz A sao fungbes continuas e a condigdo de comutatividade é satisfeita. Caso
os parametros forem dependentes do tempo e a comutatividade nao for satisfeita, aproximamos
os parametros por constantes em pequenos intervalos de tempo. Em ambos os casos, a solugao é
escrita na forma de uma exponencial matricial vezes a condicao inicial

U(t) = A, (14)

Nas préximas subsecoes, apresentamos duas propostas para calcular as exponenciais matriciais.

2.1 Exponencial matricial por aproximacao de Padé

O primeiro método que escolhemos para avaliar essas exponenciais é a aproximacao de Padé
juntamente com a técnica scaling and squaring [2]. A aproximagao Padé para eAt é definida como

qu(At) = [qu(At)rleq(At)a (15)
S p+qa7 )!p! i S (ptaqg—j)q j
Pro(Af) jz: (p+a)l'p — j)! (A7) ]Z: (»+a)!'(q J)( Afp.(16)

Segundo a ref. [10], a melhor escolha dos indices da aproximacao é p = ¢, pois o custo com-
putacional das aproximagoes p # g e p = ¢ sdo 0s mesmos, entretanto, aproximagoes p # ¢ sao
menos precisas que p = ¢q. Além disto, Higham (2005) [8] indica que p = ¢ = 13 é a escolha mais
eficiente. A técnica scaling and squaring é usada para reduzir a norma da matriz, pois o erro na
aproximagcao da exponencial pelas aproximagoes de Padé aumenta & medida que a norma da matriz
At aumenta [10]. Essa técnica explora a propriedade das poténcias das fungoes exponenciais

oAt _ (eAt/m)m’ (17)

onde a escolha ideal para m sao poténcias de dois [10]. Assim, devemos tomar a menor poténcia de
dois, em que ||2*SAtH < 6 para 6 suficientemente pequeno a fim de reduzir o erro. Neste trabalho,
adotamos 0 = 5,3719, esse escolha é baseada no estudo de Al-Mohy e Higham (2009) [2]. Desta
forma, a aproximagao de Padé juntamente com a técnica scaling and squaring para as exponenciais
matriciais usada neste trabalho é da forma

At x (Ryzas(27°A1)° (18)
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2.2 Exponencial matricial por Schur-Parlett

A segunda proposta para avaliar a exponencial matricial é o método Schur-Parlett [5]. Esse
método utiliza a triangularizagao de Schur juntamente com o método recursivo de Parlett [11] para
matrizes triangulares. Como a matriz At possui todas as entradas reais, aplicamos a triangula-
rizac@o real de Schur, para obter

At = QTQT, (19)

onde T é uma matriz triangular superior de blocos e Q é uma matriz ortogonal. Desta forma, se
aplicamos a triangularizagdo real de Schur em At, juntamente com a ortogonalidade da matriz Q,
temos

(A)" = Q(TH)"Q" (20)

para qualquer n natural. Além disto, definindo a matriz exponencial de At pela série de poténcias
[10] e usando a defini¢do da Eq. (20), podemos afirmar que

eAt — QeTtQT. (21)

Observamos que na Eq. (21) ainda temos uma exponencial matricial para avaliar, porém nao
mais uma matriz cheia, mas uma triangular superior. Uma forma de determinar a exponencial de
uma matriz triangular superior é apresentada por Parlett [11], onde ele constréi uma férmula de
recorréncia, Eq. (22), para determinar a exponencial de uma matriz triangular superior em blocos

T. Seja a matriz H = eT, entdo para r < s temos
s—r—1
TT,T‘HT',S - Hr,sTs,s = Z (Hr,r+kTT+k,s - Tr,s—kHs—k’,s) ; (22)
k=0

onde r e s sdo os indices dos blocos. A diagonal de H é dada pela exponencial dos blocos da
diagonal de T, ou seja H,, = eTrr . A férmula de recorréncia deve ser aplicada da esquerda para
a direita e de baixo para cima, caso contrario nem todos os blocos do somatério sao conhecidos.

3 Resultados numéricos

A fim de testar a metodologia proposta, resolvemos o problema teste BSS-6 disponivel na
literatura [12]. Os nossos resultados sao gerados por programas implementados em Fortran95 e
executados em um computador com um processador Intel Core i5 — 8250U, 1,60GHz e 8GB de
RAM. Além disso, utilizamos as subrotinas do LAPACK [3] para a decomposi¢ao de Schur (dgehrd,
dorghr e dhseqr) e para a solugao dos sistemas lineares (dgetrf e dgetrs).

O problema teste BSS-6 é um Benchmark classico, ele é composto por trés regioes dispostas
em uma placa de 240cm, sendo a Regiao 1: 0 < x < 40; a Regiao 2: 40 < x < 200 e a Regiao 3:
200 < z < 240, e, na Tabela 1, apresentamos os parametros nucleares. As condigbes de contorno
deste problema testes sao de fluxos nulos em ambos os contornos.

No tempo ty = Os é inserida uma perturbacao no sistema critico, que consiste em um aumento
de 3% da secao de choque de remocao do grupo térmico da Regido 1 no primeiro segundo

0,18 (1+ 155t) se 0<t<1,0

Zra(t) = { 0, 1854 se  1,0<t (23)

Na Tabela 2, apresentamos as poténcias obtidas pelas duas diferentes propostas usadas na
avaliacdo das exponenciais matriciais. Além das poténcias, apresentamos os erros relativos com
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Tabela 1: Parametros nucleares.

Regiao g Dy Xap Ve sz XJ X_f;i Vg ‘ P Ap Bp
1 1 1,5 0,026 0,010 0015 1,0 1,0 1,0x107 | 1 0,00025 0,0124
1 2 05 0,180 0,200 0,000 0,0 0,0 3,0x10° |2 0,00164 0,0305
2 1 1,0 0,020 0,005 0,010 1,0 1,0 1,0x10” |3 0,00147 0,1110
2 2 05 0,080 0,099 0,000 00 00 3,0x10° |4 0,0029 0,3010
3 1 1,5 0,026 0,010 0015 1,0 1,0 1,0x107 | 5 0,00086 1,1400
3 2 05 0,180 0,200 0,000 0,0 00 3,0x10° |6 0,00032 3,0100

Fonte: Pollard (1977) [12].

relagdo aos resultados apresentados por Pollard (1977) [12] e os tempos computacionais. Pollard
implementa o codigo POW, que utiliza diferencgas finitas para discretizar tanto a variavel temporal

quanto espacial.

Tabela 2: Poténcias do problema BSS-6 usando Az = 2cm.

POW Schur-Parlett Padé
At (ms) 10,0 100,0 10,0 1,0 100,0 10,0 1,0
4 —00s 100000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000
- (.3 (0,00%) (0,00%) (0,00%) (0,00%) (0,00%) (0,00%)
f—01s 09298 092728 0,92843 0,92968 0,92728 0,92843  0,92968
- (:} (0,27‘7%) (0,15%) (0,01%) (0,27‘7%) (0,15%) (0,01%)
t—09s 08732 087074 087234 0,87329 0,87074 0, ,
’ % (0,28%) (0,10%) (0,01%) (0,28%) (0,10%) (0,01%)
f—05s 07996 0,75753 0,75939  0,75989 0,75753  0,75939  0,75989
- é-g (0,27%) (0,03%) (0,04%) (0,27%) (0,03%) (0,04%)
f— 10s 0,087 0,65735 0,65887 0,65912 0,65735 0,65887 0,65912
-5 éi (0,20%) (0,03%) (0,06%) (0,20%) (0,03%) (0,06%)
b 15s 00432 064228 0,64345 0,64358 0,64228 0,64345 0,64358
- ég (0,14%) (0,04%) (0,06%) (0,14%) (0,04%) (0,06%)
f—90s 00306 062992 0,63092 0,63102 0,62992 0,63092 0,63102
- (=) (0,11%) (0,05%) (0,07%) (0,11%) (0,05%) (0,07%)
tempo (s) - 2764 292,08 3015,21 38,36 381,59  4841,34
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Na Tabela 2, observamos que as nossas duas propostas geram os resultados com a mesma
precisao. Entretanto, o custo computacional da aproximacao de Padé é significativamente maior,
possivelmente devido ao fato de que essa aproximacao e a técnica scaling and squaring utilizam
poténcias de matrizes, sendo necessario um grande numero de operagoes. Por fim, destacamos
a concordancia dos nossos resultados com os resultados do cédigo POW, quando comparamos
mesmas malhas temos um erro de até 0,15%.

4 Conclusoes

Neste trabalho, apresentamos uma técnica de integragao nodal juntamente com novas apro-
ximagoes para as densidades de correntes nas interfaces para o problema da cinética espacial.
Além disso, introduzimos o método Schur-Parlett para avaliar as exponenciais matriciais nos pro-
blemas da cinética espacial. Apds os testes realizados, concluimos que as propostas descritas neste
trabalho sao promissoras por demonstrar uma boa concordancia com resultados presentes na lite-
ratura e por apresentar ganhos computacionais significativos perante a aproximacao de Padé. Em
trabalhos futuros, pretendemos explorar esta mesmas propostas em problemas multidimensionais.
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