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Resumo: Neste trabalho, obtemos uma generalizacao de um resultado cldssico de selecao men-
surdvel dtil na teoria do controle dtimo. Assim, obtemos uma extensdo do teorema de selecdo
de Filippov para escalas temporais.
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1 Introducao

Obtemos uma generalizacao do teorema de selecdo de Filippov. Assim, obtemos uma selecao
A-mensuravel do campo vetorial da inclusdo dinamica associada com os sistemas de controle de
equagoes estudados, exigindo as hipé6teses usuais do caso continuo [5]. A classe de sistemas de
controle de equagoes considerada aqui foi abordada na literatura [7] para o estudo de condigoes
necessarias a otimalidade. Diferente de [7], as trajetdrias de estado para os sistemas de controle
estudados sao arcos e as funcoes de controle delta mensuraveis.

Outras extensoes do teorema de selecao de Filippov para escalas temporais podem ser en-
contradas em [12] e [13].

2 Preliminares

Nessa secao consideramos conceitos e resultados basicos que serao utilizados ao longo do traba-
lho.
2.1 Escala temporal

Uma escala temporal T C R é um conjunto nao-vazio e fechado. Usaremos uma escala temporal
T compacta, sendo a = minT e b = maxT.

Se A é um subconjunto de R, denotamos por A o conjunto AN T.

Define-se a fungao o : T — T como

o(t)=inf{s € T:s >t}

e a fungéo p: T — T como
p(t) =sup{s € T:s < t}.

Estamos supondo que inf () = sup T e sup @ = inf T.

Lema 2.1 ([3]). Ezistem I C N e {t;}ier C T tal que

RS:={teT:t<o(t)}={t:}icr
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Defina T" := T \ (p(sup T),sup T]yr. Considere uma funcao f : T — R e ¢t € T®. Se existe
¢ € R tal que, para todo € > 0 existe § > 0 de modo que

| fe@) = f(s) =&(a(t) —s) [ < efo(t) — 5]

para todo s € (t — 0,t 4 &), diz-se que £ é a derivada delta de f em ¢ e denota-se £ = f2(¢).
Dada uma funcao f : T — R" e t € T", diz-se que f é A-diferencidvel em ¢ se cada funcao
coordenada f; : T — R for A-diferenciavel em t. Neste caso f2(t) = (f2(1), ..., f2(t)).

2.2 Integracao em escalas temporais

A obtencdo da o-dlgebra de subconjuntos da escala temporal T, constituida de conjuntos A-
mensuraveis, pode ser encontrada em [6]. Denotaremos essa o-algebra por A e a A-medida de
Lebesgue por pa.

Lema 2.2 ([3]). Tome E C T. Entao E é A-mensurdvel se, e somente se, E é Lebesque
mensurdvel.

Para funcoes f : T — R a nocdo de integracio pode ser encontrada, por exemplo, em [1], [9]
e [11]. Denotamos a integral de uma funcgao f : T — R sobre um conjunto E € A por

[E £(5)As.

Chamamos essa integral de A-integral de Lebesgue de f sobre E. Denotaremos por L;(E,R™)
o conjunto das fungdes f: T — R" A-integraveis sobre F.
Dada uma fungao f : T — R"™ defina f : [a,b] — R™ por

s | f@), teT
Jt) = { f(t:;), te€ (ti,o(t;)) para algum i € I,

onde I C Ne {t;};er = RS.
O resultado a seguir é provado em [3] para funcoes escalares. Entretanto, esse resultado
continua vélido para fungoes vetoriais, como afirmado a seguir.

Proposigao 2.1 ([3]). Tome uma funcio f: T — R". Entdo f é A-mensurdvel se, e somente
se, f € L-mensurdvel.

Lema 2.3 ([12]). Seja u: T — R™ wuma fun¢ao A-mensurdvel. Se A é Borel mensurdvel entao
u~(A) € A.

Como a funcdo o : T — T é A-mensurdvel [6] temos o seguinte corolério.

Corolario 2.1. Se z : T — R™ é uma fun¢do continua entdo a fun¢io oo : T — R"™ €
A-mensurdvel.

2.3 Fungoes absolutamente continuas em escalas temporais

Definicao 2.1. Diz-se que uma funcao f: T — R™ € absolutamente continua se para todo € > 0
existe § > 0 tal que

S Nfb) = flai)ll < e
=1

quando a; < b; e {[a;, b;)T}}_ sdo intervalos disjuntos satisfazendo

n

Z(bz - CLZ‘) <.

=1
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e

Definigao 2.2. Diz-se que a funcdo f : T — R™ € um arco se f € absolutamente continua.
Denotaremos o conjunto de todos os arcos com dominio T e contradominio R™ por AC(T,R").

Teorema 2.1 ([2]). Uma funcao f : T — R™ € absolutamente continua se, e somente se, as
sequintes condigcoes sao vdlidas:

(i) A-q.t.p. t € [a,b)r a funcio f é A-diferencidvel e f> € Ly([a,b)r, R") ;

(i) para cadat € T tem-se

2.4 Mensurabilidade de multifuncoes

Seja (2, F) um espago mensurdavel. Uma multifuncao I' : 2 ~» R™ é uma aplicagao que aplica
pontos z € € em subconjuntos I'(z) de R”. Uma multifungao I : Q ~» R™ é F-mensurdvel
quando o conjunto

I=Y(V)={z e Q:T(z)NV £ 0}

é F-mensuravel para cada conjunto compacto V' C R".

Uma fungao v : @ — R"™ é uma selegao da multifungao I' quando v(z) € I'(z) para todo
x € .

Uma multifungao I' serd fechada ou nao-vazia quando sua imagem I'(x) for fechada ou nao-
vazia para cada ponto z € €.

Teorema 2.2 ([4]). Tome um espago mensurdvel (2, F) e uma multifun¢io T : Q ~» R™ ndao-
vazia e fechada. Se I' € F-mensurdvel entao I' admite uma selecdo mensurdvel.

Teorema 2.3 ([4]). Seja T : [a,b] ~ R™ uma multifungio fechada e E := {t € [a,b] : T'(t) # 0}.
Entdo as sequintes afirmacdes sao equivalentes:

(i) a multifun¢iao I' € L-mensurdvel.
(ii) o conjunto GrT' = {(t,v) : v € I'(t)} é L x B"-mensurduvel.

(iii) o conjunto E é L-mensurdvel e existe uma sequéncia de fung¢oes L-mensurdveis v; : E —
R” tal que

L) ={v(t):i=1,2,..}
para cada t € F.

Corolario 2.2. Sejam I'1, Ty : [a, b] ~ R™ multifungoes fechadas. Se 'y e I'y sao L-mensurdveis
entdo a multifungao I : [a,b] ~ R™ dada por

D(t) =T1(t) NTa(t)

é L-mensurdvel.

3 Teorema de selecao de Filippov em escalas temporais

Considere o sistema de controle de equagoes

{ z2(t) = f(t,x(o(t),u(t)) A —qtp. tea,b)r 1)
u(t) e U(t) A—gqtp. te€la,b)r.

Se um par de processo de controle (x,u) satisfaz a restricao (1) entdo x satisfaz a seguinte
inclusao dinamica

2D (t) € {f(ta(o®),u) :ue Ut)} A—qtp. teab)r. 2)
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No Teorema 3.1 provaremos a afirmacao inversa. Isto é, se um arco x € AC(T,R") satisfaz (2)
entdo existe uma selecdo A-mensuravel u de U tal que o processo (z,u) satisfaz (1).

Tome uma funcao ¢ : T x R™ — R". Dizemos que ¢ é uma A-funcao de Carathéodory se
satisfizer as seguintes propriedades:

(i) para cada t € T a funcao x — ¢(t,x) é continua.
(ii) para cada z € R™ a fungao t — ¢(t,z) é A-mensurdvel.

Lema 3.1 ([8]). Seja ¢ : [a,b] x R™ — R™ uma L-func¢do de Carathéodory. Entdo ¢ é L x B™-
mensurdvel.

Proposicao 3.1 ([12]). Seja ¢ : T x R™ — R™ uma fun¢do A x B™-mensurdvel ey : T — R™
uma fun¢ao A-mensurdvel. Entao a funcao g(t) = ¢(t,y(t)) é A-mensurdvel.

Lema 3.2 ([12])). Seja ¢ : T x R™ — R™ uma A-fungio de Carathéodory. Entao a fungdo
¢ :la,b] x R™ — R"™ definida como

- _f o(t,u), teT
P(t,u) = { o(ti,u), te€ (ti,o(t;)) para algum i € T

€ uma L-funcdo de Carathéodory.

Lema 3.3 ([12]). Seja U : T ~ R™ wma multifungdo A-mensurdvel. Entdo a multifung¢do
U :la,b] ~ R™ dada por

=~ JU®), teT
v = { U(t;), te€ (ti,o(t;) para algum i € T

é L-mensurdvel.

Teorema 3.1. Seja U : T ~~ R™ uma multifuncdo ndo-vazia, fechada e A-mensurdvel. Consi-
dere uma fungao f: T x R™ x R™ — R"™ continua em (x,u) para cada t fixado, e A-mensurdvel
em t para cada (x,u) fizado.

Se x € AC(T,R"™) satisfaz (2) entao existe uma sele¢ao A-mensurdvel u de U tal que o
processo (x,u) satisfaz (1).

Demonstragao. Seja u € R™ fixado arbitrariamente. Entao a funcao ¢ : T x R" — R" dada por
o(t,z) = f(t z,u)

é uma A-fungao de Carathéodory.

Do Lema 3.2 a fungdo ¢ : [a,b] x R" — R™ é uma L-funcao de Carathéodory. Logo, do
Lema 3.1 a funcao ¢ é £ x B™-mensuréavel.

Sendo y = z o 0 uma fungao A-mensuravel, da Proposicao 2.1 a funcéo g : [a,b] — R™ é
L-mensuravel. Assim, da Proposic¢ao 3.1 a funcao

t = o(t g(t))

é L-mensuravel.
Defina a funcao g : T — R™ como

g9(t) = f(t,2(a(t)), u).
Temos que ¢(t,§(t)) = g(t) para cada t € [a,b]. Assim, a funcao
t—g(t)

é L-mensuravel.
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Seja m : [a,b] x R™ — R™ definida como

m(t,u):{ fit,z(o(t)),u), teT '
fti,x(o(ti)),u), te€ (ti,o(t;)) para algum i € I.
Para cada u € R™ ja provamos que a fungao

t— m(t,u)
é L-mensurédvel. Além disso, para cada t € [a,b] a funcao

u— m(t,u)

é continua.
Como z é um arco, a funcao h: T — R" dada por

h(s) = 22(s)

é A-mensurével. Logo, a funcio h : [a,b] — R" é L-mensuravel. Entéo a funcao ¢ : [a, b] x R —
R™ definida por

¢(t, u) = m(t, u) — h(t)

é uma L-fungao de Carathéodory.
Seja @ : [a, b] ~» R™ a multifuncdo definida como

O(t) = {u € R™ : $(t,u) = 0}

para cada t € [a, b].
Para cada t € [a, b] a fungao
u— o(t,u)

¢ continua. Assim, se ®(t) # () entao ®(¢) é um conjunto fechado.
Como ¢ é L x B™-mensuravel entdao o conjunto

Gro = {(t,u) € [a,b] x R™ : u € ®(t)}
= {(t,u) € [a,0] x R™ : ¢(t,u) = 0} = ¢~ ({0})
¢ L x B"-mensurdvel. Do Teorema 2.3 a multifungao ® ¢ L-mensurdvel.
Sendo U : [a,b] ~» R™ uma multifuncdo L-mensuravel, do Coroldrio 2.2 a multifungao
I': [a,b] ~ R™ dada por }
L) =U((t) Nnd(t)

é L-mensuravel.
Sejam os conjuntos
K={telab)r:(2) vale}

W ={t€la,b)r:U(t)Nd(t) # 0}
Se t € K, existe u; € U(t) tal que
0= f(t.a(o(t)), ur) —a>(t)
= f(t,x(o(t),ue) = h(t) = m(t,u) — h(t) = ¢(t, ur)

e entdao u; € U(t) N P(t). Assim, t € W e portanto K C W.
Entretanto, se t € W existe u; € U(t) satisfazendo

0= @(t,ur) = m(t,us) — h(t)
= f(t.x(o(t)), ue) — h(t) = f(t,x(0(1)), u) — 22(1)
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isto é,
22 (t) = f(t,2(a(t)), ur)
e entao t € K. Concluimos que W = K.
Assim, o conjunto E dado por
E={tea,b)r:Ult)N®(t) =0}

satisfaz

E =la,b)r \W = [a,b)r \ K.
Portanto

pa(E) = pa((a,b)r \ K) = 0.
Se a multifungao A : T ~» R™ for definida como

[ U@), te EU{b}
At) = { Ut)nd(t)=T(t), teT)\ {EU {b}}

entdo A é nao-vazia e fechada.
Se V C R™ é um conjunto compacto, segue que

A Y V)={teT:At)NV #0}
= [ (WV)nEu )] T v)n (T\{EU{s}})].

Como U é A-mensurdvel, I' é L-mensurdvel e os conjuntos E U {b} e T\ {E U {b}} sdo A-
mensuraveis, usando o Lema 2.2 conclufmos que A~1(V) € A. Portanto A é A-mensuravel.

Do Teorema 2.2 a multifuncdo A admite uma selecdo A-mensuravel v : T — R™. Assim,
u(t) € U(t) para todo t € T e entao u também é uma selegao de U.

Se t € [a,b)r \ E segue que u(t) € U(t) N ®(t). Logo,

0= ¢(t,u(t)) =m(t,ut)) = h(t) = f(t,2(c(t)),u(t)) = h(t)
= f(t,z(o(t)), u(t)) — 22t
isto é,
z2(t) = f(t,z(o (1)), ult))
Portanto
z2(t) = f(t,z(o(t),u(t)) A —qtp. tela,b)r
ja que pua(E) = 0. Entao (x,u) satisfaz o sistema de controle de equagoes (1). O

4 Conclusoes

Esse trabalho contribuiu para a teoria de escalas temporais. Mais especificamente, obtém uma
extensao do teorema de selecao de Filippov para escalas temporais. Considerando a metodo-
logia para o estudo da existéncia de solugoes para problemas de controle étimo [5], [10] e [12],
acreditamos que esse trabalho também possa contribuir para o estudo da existéncia de solugoes
para problemas de controle 6timo em escalas temporais.
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