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Resumo: Neste trabalho, obtemos uma generalização de um resultado clássico de seleção men-
surável útil na teoria do controle ótimo. Assim, obtemos uma extensão do teorema de seleção
de Filippov para escalas temporais.
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1 Introdução

Obtemos uma generalização do teorema de seleção de Filippov. Assim, obtemos uma seleção
∆-mensurável do campo vetorial da inclusão dinâmica associada com os sistemas de controle de
equações estudados, exigindo as hipóteses usuais do caso cont́ınuo [5]. A classe de sistemas de
controle de equações considerada aqui foi abordada na literatura [7] para o estudo de condições
necessárias a otimalidade. Diferente de [7], as trajetórias de estado para os sistemas de controle
estudados são arcos e as funções de controle delta mensuráveis.

Outras extensões do teorema de seleção de Filippov para escalas temporais podem ser en-
contradas em [12] e [13].

2 Preliminares

Nessa seção consideramos conceitos e resultados básicos que serão utilizados ao longo do traba-
lho.

2.1 Escala temporal

Uma escala temporal T ⊂ R é um conjunto não-vazio e fechado. Usaremos uma escala temporal
T compacta, sendo a = minT e b = maxT.

Se A é um subconjunto de R, denotamos por AT o conjunto A ∩ T.
Define-se a função σ : T→ T como

σ(t) = inf{s ∈ T : s > t}

e a função ρ : T→ T como
ρ(t) = sup{s ∈ T : s < t}.

Estamos supondo que inf ∅ = supT e sup ∅ = inf T.

Lema 2.1 ([3]). Existem I ⊂ N e {ti}i∈I ⊂ T tal que

RS := {t ∈ T : t < σ(t)} = {ti}i∈I .
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Defina Tκ := T \ (ρ(supT), supT]T. Considere uma função f : T → R e t ∈ Tκ. Se existe
ξ ∈ R tal que, para todo ε > 0 existe δ > 0 de modo que

| f(σ(t))− f(s)− ξ(σ(t)− s) | ≤ ε | σ(t)− s |

para todo s ∈ (t− δ, t+ δ)T, diz-se que ξ é a derivada delta de f em t e denota-se ξ = f∆(t).
Dada uma função f : T → Rn e t ∈ Tκ, diz-se que f é ∆-diferenciável em t se cada função

coordenada fi : T→ R for ∆-diferenciável em t. Neste caso f∆(t) = (f∆
1 (t), ..., f∆

n (t)).

2.2 Integração em escalas temporais

A obtenção da σ-álgebra de subconjuntos da escala temporal T, constitúıda de conjuntos ∆-
mensuráveis, pode ser encontrada em [6]. Denotaremos essa σ-álgebra por ∆ e a ∆-medida de
Lebesgue por µ∆.

Lema 2.2 ([3]). Tome E ⊂ T. Então E é ∆-mensurável se, e somente se, E é Lebesgue
mensurável.

Para funções f : T→ R̄ a noção de integração pode ser encontrada, por exemplo, em [1], [9]
e [11]. Denotamos a integral de uma função f : T→ R̄ sobre um conjunto E ∈ ∆ por∫

E
f(s)∆s.

Chamamos essa integral de ∆-integral de Lebesgue de f sobre E. Denotaremos por L1(E,Rn)
o conjunto das funções f : T→ Rn ∆-integráveis sobre E.

Dada uma função f : T→ Rn defina f̃ : [a, b]→ Rn por

f̃(t) =

{
f(t), t ∈ T
f(ti), t ∈ (ti, σ(ti)) para algum i ∈ I,

onde I ⊂ N e {ti}i∈I = RS.
O resultado a seguir é provado em [3] para funções escalares. Entretanto, esse resultado

continua válido para funções vetoriais, como afirmado a seguir.

Proposição 2.1 ([3]). Tome uma função f : T→ Rn. Então f é ∆-mensurável se, e somente
se, f̃ é L-mensurável.

Lema 2.3 ([12]). Seja u : T→ Rm uma função ∆-mensurável. Se A é Borel mensurável então
u−1(A) ∈ ∆.

Como a função σ : T→ T é ∆-mensurável [6] temos o seguinte corolário.

Corolário 2.1. Se x : T → Rn é uma função cont́ınua então a função x ◦ σ : T → Rn é
∆-mensurável.

2.3 Funções absolutamente cont́ınuas em escalas temporais

Definição 2.1. Diz-se que uma função f : T→ Rn é absolutamente cont́ınua se para todo ε > 0
existe δ > 0 tal que

n∑
i=1

‖f(bi)− f(ai)‖ < ε

quando ai ≤ bi e {[ai, bi)T}ni=1 são intervalos disjuntos satisfazendo

n∑
i=1

(bi − ai) < δ.
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Definição 2.2. Diz-se que a função f : T → Rn é um arco se f é absolutamente cont́ınua.
Denotaremos o conjunto de todos os arcos com domı́nio T e contradomı́nio Rn por AC(T,Rn).

Teorema 2.1 ([2]). Uma função f : T → Rn é absolutamente cont́ınua se, e somente se, as
seguintes condições são válidas:

(i) ∆-q.t.p. t ∈ [a, b)T a função f é ∆-diferenciável e f∆ ∈ L1([a, b)T,Rn) ;

(ii) para cada t ∈ T tem-se

f(t) = f(a) +

∫
[a,t)T

f∆(s)∆s.

2.4 Mensurabilidade de multifunções

Seja (Ω,F) um espaço mensurável. Uma multifunção Γ : Ω  Rn é uma aplicação que aplica
pontos x ∈ Ω em subconjuntos Γ(x) de Rn. Uma multifunção Γ : Ω  Rn é F-mensurável
quando o conjunto

Γ−1(V ) = {x ∈ Ω : Γ(x) ∩ V 6= ∅}

é F-mensurável para cada conjunto compacto V ⊂ Rn.
Uma função γ : Ω → Rn é uma seleção da multifunção Γ quando γ(x) ∈ Γ(x) para todo

x ∈ Ω.
Uma multifunção Γ será fechada ou não-vazia quando sua imagem Γ(x) for fechada ou não-

vazia para cada ponto x ∈ Ω.

Teorema 2.2 ([4]). Tome um espaço mensurável (Ω,F) e uma multifunção Γ : Ω  Rm não-
vazia e fechada. Se Γ é F-mensurável então Γ admite uma seleção mensurável.

Teorema 2.3 ([4]). Seja Γ : [a, b] Rn uma multifunção fechada e E := {t ∈ [a, b] : Γ(t) 6= ∅}.
Então as seguintes afirmações são equivalentes:

(i) a multifunção Γ é L-mensurável.

(ii) o conjunto GrΓ = {(t, v) : v ∈ Γ(t)} é L × Bn-mensurável.

(iii) o conjunto E é L-mensurável e existe uma sequência de funções L-mensuráveis γi : E →
Rn tal que

Γ(t) = {γi(t) : i = 1, 2, ...}

para cada t ∈ E.

Corolário 2.2. Sejam Γ1,Γ2 : [a, b] Rn multifunções fechadas. Se Γ1 e Γ2 são L-mensuráveis
então a multifunção Γ : [a, b] Rn dada por

Γ(t) = Γ1(t) ∩ Γ2(t)

é L-mensurável.

3 Teorema de seleção de Filippov em escalas temporais

Considere o sistema de controle de equações{
x∆(t) = f(t, x(σ(t)), u(t)) ∆− q.t.p. t ∈ [a, b)T
u(t) ∈ U(t) ∆− q.t.p. t ∈ [a, b)T .

(1)

Se um par de processo de controle (x, u) satisfaz a restrição (1) então x satisfaz a seguinte
inclusão dinâmica

x∆(t) ∈ {f(t, x(σ(t)), u) : u ∈ U(t)} ∆− q.t.p. t ∈ [a, b)T . (2)
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No Teorema 3.1 provaremos a afirmação inversa. Isto é, se um arco x ∈ AC(T,Rn) satisfaz (2)
então existe uma seleção ∆-mensurável u de U tal que o processo (x, u) satisfaz (1).

Tome uma função φ : T × Rm → Rn. Dizemos que φ é uma ∆-função de Carathéodory se
satisfizer as seguintes propriedades:

(i) para cada t ∈ T a função x 7→ φ(t, x) é cont́ınua.

(ii) para cada x ∈ Rm a função t 7→ φ(t, x) é ∆-mensurável.

Lema 3.1 ([8]). Seja φ : [a, b]×Rm → Rn uma L-função de Carathéodory. Então φ é L×Bm-
mensurável.

Proposição 3.1 ([12]). Seja φ : T× Rm → Rn uma função ∆× Bm-mensurável e y : T→ Rm
uma função ∆-mensurável. Então a função g(t) = φ(t, y(t)) é ∆-mensurável.

Lema 3.2 ([12]). Seja φ : T × Rm → Rn uma ∆-função de Carathéodory. Então a função
φ̃ : [a, b]× Rm → Rn definida como

φ̃(t, u) =

{
φ(t, u), t ∈ T
φ(ti, u), t ∈ (ti, σ(ti)) para algum i ∈ I

é uma L-função de Carathéodory.

Lema 3.3 ([12]). Seja U : T  Rm uma multifunção ∆-mensurável. Então a multifunção
Ũ : [a, b] Rm dada por

Ũ(t) =

{
U(t), t ∈ T
U(ti), t ∈ (ti, σ(ti)) para algum i ∈ I

é L-mensurável.

Teorema 3.1. Seja U : T Rm uma multifunção não-vazia, fechada e ∆-mensurável. Consi-
dere uma função f : T×Rn ×Rm → Rn cont́ınua em (x, u) para cada t fixado, e ∆-mensurável
em t para cada (x, u) fixado.

Se x ∈ AC(T,Rn) satisfaz (2) então existe uma seleção ∆-mensurável u de U tal que o
processo (x, u) satisfaz (1).

Demonstração. Seja u ∈ Rm fixado arbitrariamente. Então a função ϕ : T×Rn → Rn dada por

ϕ(t, x) = f(t, x, u)

é uma ∆-função de Carathéodory.
Do Lema 3.2 a função ϕ̃ : [a, b] × Rn → Rn é uma L-função de Carathéodory. Logo, do

Lema 3.1 a função ϕ̃ é L × Bn-mensurável.
Sendo y = x ◦ σ uma função ∆-mensurável, da Proposição 2.1 a função ỹ : [a, b] → Rn é

L-mensurável. Assim, da Proposição 3.1 a função

t 7→ ϕ̃(t, ỹ(t))

é L-mensurável.
Defina a função g : T→ Rn como

g(t) = f(t, x(σ(t)), u).

Temos que ϕ̃(t, ỹ(t)) = g̃(t) para cada t ∈ [a, b]. Assim, a função

t 7→ g̃(t)

é L-mensurável.
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Seja m : [a, b]× Rm → Rn definida como

m(t, u) =

{
f(t, x(σ(t)), u), t ∈ T
f(ti, x(σ(ti)), u), t ∈ (ti, σ(ti)) para algum i ∈ I.

Para cada u ∈ Rm já provamos que a função

t 7→ m(t, u)

é L-mensurável. Além disso, para cada t ∈ [a, b] a função

u 7→ m(t, u)

é cont́ınua.
Como x é um arco, a função h : T→ Rn dada por

h(s) = x∆(s)

é ∆-mensurável. Logo, a função h̃ : [a, b]→ Rn é L-mensurável. Então a função φ : [a, b]×Rm →
Rn definida por

φ(t, u) = m(t, u)− h̃(t)

é uma L-função de Carathéodory.
Seja Φ : [a, b] Rm a multifunção definida como

Φ(t) = {u ∈ Rm : φ(t, u) = 0}

para cada t ∈ [a, b].
Para cada t ∈ [a, b] a função

u 7→ φ(t, u)

é cont́ınua. Assim, se Φ(t) 6= ∅ então Φ(t) é um conjunto fechado.
Como φ é L × Bm-mensurável então o conjunto

GrΦ = {(t, u) ∈ [a, b]× Rm : u ∈ Φ(t)}
= {(t, u) ∈ [a, b]× Rm : φ(t, u) = 0} = φ−1({0})

é L × Bm-mensurável. Do Teorema 2.3 a multifunção Φ é L-mensurável.
Sendo Ũ : [a, b]  Rm uma multifunção L-mensurável, do Corolário 2.2 a multifunção

Γ : [a, b] Rm dada por
Γ(t) = Ũ(t) ∩ Φ(t)

é L-mensurável.
Sejam os conjuntos

K = {t ∈ [a, b)T : (2) vale}

e
W = {t ∈ [a, b)T : U(t) ∩ Φ(t) 6= ∅}.

Se t ∈ K, existe ut ∈ U(t) tal que

0 = f(t, x(σ(t)), ut)− x∆(t)

= f(t, x(σ(t)), ut)− h(t) = m(t, ut)− h̃(t) = φ(t, ut)

e então ut ∈ U(t) ∩ Φ(t). Assim, t ∈ W e portanto K ⊂ W.
Entretanto, se t ∈ W existe ut ∈ U(t) satisfazendo

0 = φ(t, ut) = m(t, ut)− h̃(t)

= f(t, x(σ(t)), ut)− h(t) = f(t, x(σ(t)), ut)− x∆(t)
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isto é,
x∆(t) = f(t, x(σ(t)), ut)

e então t ∈ K. Conclúımos que W = K.
Assim, o conjunto E dado por

E = {t ∈ [a, b)T : U(t) ∩ Φ(t) = ∅}

satisfaz
E = [a, b)T \W = [a, b)T \ K.

Portanto
µ∆(E) = µ∆([a, b)T \ K) = 0.

Se a multifunção Λ : T Rm for definida como

Λ(t) =

{
U(t), t ∈ E ∪ {b}
U(t) ∩ Φ(t) = Γ(t), t ∈ T \

{
E ∪ {b}

}
então Λ é não-vazia e fechada.

Se V ⊂ Rm é um conjunto compacto, segue que

Λ−1(V ) = {t ∈ T : Λ(t) ∩ V 6= ∅}

=
[
U−1(V ) ∩ (E ∪ {b})

]⋃[
Γ−1(V ) ∩

(
T \

{
E ∪ {b}

})]
.

Como U é ∆-mensurável, Γ é L-mensurável e os conjuntos E ∪ {b} e T \
{
E ∪ {b}

}
são ∆-

mensuráveis, usando o Lema 2.2 conclúımos que Λ−1(V ) ∈ ∆. Portanto Λ é ∆-mensurável.
Do Teorema 2.2 a multifunção Λ admite uma seleção ∆-mensurável u : T → Rm. Assim,

u(t) ∈ U(t) para todo t ∈ T e então u também é uma seleção de U .
Se t ∈ [a, b)T \ E segue que u(t) ∈ U(t) ∩ Φ(t). Logo,

0 = φ(t, u(t)) = m(t, u(t))− h̃(t) = f(t, x(σ(t)), u(t))− h(t)

= f(t, x(σ(t)), u(t))− x∆(t)

isto é,
x∆(t) = f(t, x(σ(t)), u(t)).

Portanto
x∆(t) = f(t, x(σ(t)), u(t)) ∆− q.t.p. t ∈ [a, b)T

já que µ∆(E) = 0. Então (x, u) satisfaz o sistema de controle de equações (1).

4 Conclusões

Esse trabalho contribuiu para a teoria de escalas temporais. Mais especificamente, obtém uma
extensão do teorema de seleção de Filippov para escalas temporais. Considerando a metodo-
logia para o estudo da existência de soluções para problemas de controle ótimo [5], [10] e [12],
acreditamos que esse trabalho também possa contribuir para o estudo da existência de soluções
para problemas de controle ótimo em escalas temporais.
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