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Resumo. Neste trabalho, propomos uma versao inexata do método do ponto proximal para pro-
blemas de quase-equilibrio (QEP) considerado em Santos e Souza [A proximal point method for
quasi-equilibrium problems in Hilbert spaces, Optimization, 1-16, 2020]. Analisamos as proprieda-
des do método proposto e provamos, sob hipéteses razodveis, sua convergéncia para uma solugdo
do problema. Por fim, um experimento numérico ilustra os resultados obtidos.
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1 Introducao

Neste trabalho, estudaremos um método inexato para resolver problemas de quase-equilibrio
(QEP). Para isso, consideramos X C R™ um conjunto convexo, fechado e ndo-vazio. Denotaremos
por f: X x X = R uma bifun¢io de equilibrio, ou seja, uma fungéo que satisfaz f(z,z) = 0 para
todo z € X. Antes de definir o que serd um problema de quase-equilibrio, introduziremos alguns
conceitos relacionados a problemas de equilibrio (EP). Tais conceitos servirao de suporte para as
defini¢oes e resultados que seguem. O problema de equilibrio, denotado por EP(f, X), consiste de
encontrar um ponto z* € X tal que

fx®,y) =20, VyeX. (1)

O conjunto solucao de EP(f, X) seré denotado por Sgp(f,X). Ao EP(f,X) podemos associar
um novo problema, que consiste em encontrar y* € X satisfazendo

flz,y") <0, VzeX.

Este problema é conhecido como o problema dual de EP(f,X). Analogamente, seu conjunto
solugao serd denotado por S% p(f,X). Os problemas de equilibrio tem uma vasta aplicagdo em
matematica, podendo ser utilizados para modelar as mais diversas situagoes, tais como problemas
de otimizagao, desigualdades variacionais, complementaridade, otimizagao vetorial e teoria dos
jogos néo cooperativos. Veja por exemplo Blum e Oettli [1].
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Uma vez definido o problema de equilibrio, passemos a um problema mais geral chamado de pro-
blema de quase-equilibrio. Um problema de quase-equilibrio, o qual denotaremos por QEP(f,C),
consiste de encontrar um ponto z* € C(z*) tal que

f(z%,y) 20, Vyel"), (2)

onde C': X = X é uma aplicacdo ponto-conjunto que associa a cada ponto de X um subconjunto
em X. Observe que, quando C(z) = X, para todo z € X, o problema de quase-equilibrio retorna
ao problema de equilibrio (1). Denotaremos o conjunto solu¢ao do problema de quase-equilibrio por
Soep(f,C). E bem conhecido que problemas tais como desigualdades quase variacionais, jogos de
Nash generalizados e outros, nao se encaixam na formatagao de (1) e sim na formatagao de quase-
equilibrio (2). Daf surge a necessidade de uma generaliza¢do do entdo problema de equilibrio para
o quase-equilibrio. Veja, por exemplo, Santos e Souza [5] e suas referéncias.

Uma das técnicas mais empregadas para resolver um problema de equilibrio é o método do
ponto proximal que através de uma regularizagao resolve em cada iteragdo um novo problema de
equilibrio, chamado problema regularizado e denotado por EP(fx, X), onde a nova bifungao fx
nada mais é que a bifuncao do problema original acrescida da regularizacao. Em nosso trabalho,
propomos uma versao inexata do método do ponto proximal para problemas de quase-equilibrio
desenvolvido por Santos e Souza [5], no sentido de que a fungao regularizagao f dada por

filz,y) = fla,y) +mle — oty —a) = (", y — @),

com {7} C R uma sequéncia positiva e limitada, de certa forma, generaliza a regularizacao
considerada em [5], uma vez que fazendo e? = 0, para todo k € N, a bifuncdo regularizada
considerada neste trabalho coincide com a proposta em [5]. Caso contrédrio, os subproblemas
resolvidos pelo nosso método sao inexatos o que dard maior flexibilidade ao método, principalmente
do ponto de vista computacional.

Nosso trabalho se apresenta dividido da seguinte maneira: Na Se¢do 2 apresentaremos re-
sultados preliminares relativos a EP e QEP. Na Secao 3 apresentaremos o algoritmo proposto e
analisaremos suas propriedades de convergéncia. Por fim, na Secao 4 realizamos um experimento
numérico para verificar a eficiéncia do método proposto. Finalizamos com algumas consideragoes
finais na Secao 5.

2 Preliminares

Seja X C R™ um conjunto nao vazio, convexo e fechado. No decorrer desse trabalho assumi-
remos que a aplicagao f : X x X — R satisfaz as seguintes hipdteses as quais sao amplamente
adotadas na literatura de problemas de equilibrio e quase-equilibrio.

(P1) f(z,z) =0, para todo z € X;

(P2) f(-,-): X x X — R é continua em X x X;

(P3) f(z,-): X — R é convexa, para todo = € X;

(P4) f é mondtona, i.e., f(z,y) + f(y,z) < 0 para quaisquer z,y € X;

Proposicao 2.1. Considere f : X x X — R satisfazendo (P1)-(P4). Fize T, ¢ € R™ e v > 0.
Seja f¢: X x X — R dada por

fe(x7y) :f(x,y)+'y<x—f,yfx> *<6,y*I>,

entao EP(f¢,X) tem solugao tunica.
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Demonstragao. Veja [2, Proposigao 3.1]. O

A seguir apresentamos a defini¢io de M-continuidade (ou continuidade no sentido de Mosco);
veja Mosco [3]. Esse conceito serd usado nos resultados referentes & andlise de convergéncia do
método.

Definicao 2.1. Dizemos que uma aplicacao C : X = X é M-continua se:

(i) Dados {z*},{y*} C X, com y* € C(z*), 2* — x e y* — y, entdo y € C(x);

k

(ii) Para qualquer sequéncia {z*} C X, tal que ¥ — =, e para todo y € C(z), existe uma

sequéncia {y*} C X tal que y* € C(z%) e y* — y.

3 Meétodo do ponto proximal inexato

Nesta segao, definimos uma versao inexata do método ponto proximal (MPP) para problemas
de quase-equilibrio proposto por Santos e Souza [5] propiciando ao método maior aplicabilidade e
flexibilidade, principalmente do ponto de vista computacional. Dessa forma, iremos supor que f
satisfaz (P1)-(P4) e que C' é M-continua.

MPP inexato
Passo 1: Tome uma sequéncia limitada de escalares positivos {vi }ren € escolha 20 € X;
Passo 2: Dado z*, calcule zF*! ¢ SEp(f,jk,C’(mk)), onde

£ (@y) = fla,y) + (e —a® y —x) — (F,y — 2), (3)
com
le*]| < [l — k). (4)

Passo 3: Se 2**! = zF, pare e retorne z¥. Caso contrario, faca k = k + 1 e retorne ao Passo 2.

Observagao 3.1. Note que em cada subproblema do método resolvemos um problema de equilibrio
visto que o conjunto Cy := C(z%) estd fizo, para cada k € N. Dessa forma, sob as hipdteses

(P1)-(P4), o problema de encontrar z*+1 € SEp(f,‘:k,C’k) tem solug¢do dnica e com isso o método
estd bem definido; veja Proposi¢ao 2.1.

Uma vez bem definido o algoritmo, estudaremos algumas de suas propriedades de convergéncia.
Para isso, iniciamos com o seguinte resultado que diz respeito ao critério de parada do método.

Proposicao 3.1. Se ¢t = 2% para algum k € N, entdo z* ¢ solugdo do QEP.

Demonstracdo. Pela definicio do algoritmo, temos que z**! € SEp(f,jk,C’k). Assim, temos que
Pl e Oy e f,jk (xF+1 9) > 0, para todo y € C}. Portanto,

FEMy) (@ —af gy —af ) — (P oy — M) >0, vy e Gy (5)
Sendo z**! = 2*  segue de (4) que ¥ = 0 e, além disso, v (z*T! — 2F y — 2F*+1) = 0. Assim,
obtemos de (5) que f(z**!,y) > 0, para todo y € C(2*). Logo, obtemos que z*¥ € C(zF) e

f(z*,y) > 0 para todo y € C(2¥). Portanto, 2* € Sorp(f,C) e a prova da proposigao estd
completa. O
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Em virtude da proposigao anterior, iremos supor que o algoritmo gera uma sequéncia {x*} infi-
nita. Uma propriedade classica e desejavel, se tratando de método do ponto proximal, é conhecida
como convergéncia assintética. Neste trabalho, iremos supor que a sequéncia {z*} gerada pelo
Algoritmo MPP Inexato satisfaz tal propriedade, definida abaixo, que iremos chamar de (H1).

(H1) Seja {z*} a sequéncia gerada pelo algoritmo, entao

lim |jz" T — 2F|| = 0.
k—+4oo

Teorema 3.1. Todo ponto de acumulagdo de {x*} pertence a Sorp(f,C)

Demonstragdo. Seja T um ponto de acumulacio qualquer de {2*} e considere {2*/} uma sub-
sequéncia de {z*} que converge para Z. Da definicdao do algoritmo, temos que %+ € C(2*). De
(H1) temos que x*i+1 — . Logo, da M-Continuidade de C, temos que Z € C(z). Novamente pela
M-continuidade de C, temos que, dado y € C(Z) arbitrério, existe uma sequéncia {y*i} tal que
yki — yeyk € C(xM). Agora, como z¥i+1 € S’Ep(fgfj , Cx;) temos

f,‘;f] (zF+1,2) >0, Vze C(xM).
O que significa que

fxhir 2) + Vr; (xFivr —ghi 5 — ghivr) — (ki o —ghitt)y >0, V2 e C(zM).

Em particular, para z = y*, temos

0 < flahtt, b)) oy, (@it — iyl — ghivny — (ehi yhi — ghie)
< @Ry ) g 2 = 2|y — e (e et =y (6)
Usando o fato de que {7x, }, {y*} e {z*} sdo limitadas e que (H1) fornece lir+n [|lzki+r —ai || = 0,
e consequentemente de (4) segue que ,1113 le*/|| = 0. Tomando o limite com j — +oo em (6) e
j—+oo

levando em conta que {||y* — z¥+1||} é limitada, segue de (P2) que
f@y) 20, Vyel@),
obtendo que Z € Sqrp(f,C). O

O resultado seguinte fornece uma caracterizagdo para que um ponto z* seja solucao de um
problema de quase-equilibrio. Usaremos esse resultado para obter, nos experimentos numeéricos,
uma precisao do ponto limite obtido pelo método. Esse resultado foi provado em Santos e Souza [5]
e, a seguir, apresentamos sua prova por questao de completeza do trabalho.

Seja f: X x X — R uma bifunc¢do. Denotaremos por 9> f o subdiferencial (no sentido cléssico
de andlise convexa) de f com respeito a segunda varidvel. Uma vez que valem (P1) e (P3) temos

f(x,x) = {veH: f(zy) = f(r,2)+ (v,y—2)}
= {UGH:f(.Z‘,y)Z<’U,y—$>}.

Dado z € X, denotamos por Y(z) = ||z — argminyecc ) {f(z,y) + 5lly — z[|*}].

Proposicao 3.2. Um ponto z* € Sqgep(f,C) se, somente se, T(z*) =0
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Demonstra¢io. Suponha que z* € Sgrp(f,C). Entéo, 2* € C(z*) e

* 1 * *

Agora note que 0 = f(z*, 2*) + %[|z* — *||2, isso nos diz que

* . * 1 *||12
r* = argyerrcn(g*){f(w y) + 5lly =277
e com isso, obtemos que Y(2*) = 0.

Agora, se 2* = argmingec e+ {f(*,y) + 3lly — 2*||*}, temos, da condigdo de otimalidade de
primeira ordem, que 0 € Osf(z*,2*) + Ng(g+)(2*). Assim, temos que existe s* € 0o f(z*,2*) tal
que 0 € 8* + Ng(z+)(z*). O que por sua vez implica que —s* € Ng(,+)(7*). Da definicio de cone
normal, temos (y — z*, —s*) <0, Vy e C(a*). Consequentemente, obtemos que

(y—a",s") 20, Vyel(a"). (7)
Por outro lado, s* € Osf (z*, 2*) e, de (P3), temos que f(z*,-) é convexa, logo
fa®y) 2 f@%27) + (% y —2") = (" y —2") 20, Vyel),

onde a dltima desigualdade segue usando, de (P1), o fato que f(x*,2*) = 0 e (7). Portanto, temos
que x* € SQEP(f, C) O

4 Tlustragcao Numérica

Nesta sec¢ao ilustramos numericamente o método proposto através de uma versao QEP de um
problema originalmente apresentado como EP em [4, Exemplo 4] e adaptado para QEP por Santos
e Souza [5, Exemplo 4.1]. Uma vez que o método proposto nao requer diferenciabilidade para o
problema, o exemplo aqui apresentado foi escolhido por ser um QEP com dados nao suaves.

O algoritmo foi escrito no MATLAB® R2017b em um computador com 8 GB RAM e Intel
Core i7. O critério de parada adotado foi ||z¥ 1 — 2¥|| < tol4e, € erro ndo superior a 3 ||zF 1 — 2|,
Utilizamos 3 = 1, para todo k € N, e resolvemos o subproblema do Passo 2 por meio de um
método de subgradiente projetado (IPSM) introduzido por [4], o qual permite tratar com bifungoes
de equilibrio possivelmente nao diferencidaveis. Com respeito ao algoritmo IPSM, adotamos e, =

10
& =0, pr =3 e B = 3% A projegao requerida pelo IPSM foi resolvida utilizando a subrotina

“quadprog” do MATLAB e o critério de parada utilizado foi o mesmo de [4] com € = tol,.

Exemplo 4.1. [/, Ezemplo 4 - versio QEP] Considere o problema de quase-equilibrio ndao suave
de dimensdo 2 definido pela bifuncao

fl@y) =yl — o] +v5 — 23

e a aplicacao ponto-conjunto C' dada por

.Z‘1|
Clz) =<y eRi;y + :1+7‘ :
() {y 5 Y1 T Y2 1+|x1|

1
Observe que a unica solugdo do problema € o ponto xz* = (1, 5)
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Na Tabela 1, apresentamos cada iterada z*, a precisdao Y (z*) (veja Proposicdo 3.2) e a norma
|2kt — 2| (veja hipétese H1) obtida pelo algoritmo considerando como ponto inicial 2° = (0, 0).
Na Tabela 2, apresentamos o resultado médio obtido pelo algoritmo ao utilizar 100 pontos iniciais
aleatérios tomados na caixa [—5, 5]%. As colunas informam o minimo, o maximo e a média das
iteragoes além do tempo de CPU até o critério de parada ser satisfeito. Além disso, apresentamos
a média tanto da precisio Y (z¥) bem como da norma ||z**! — 2*|| avaliados na tltima iterada x*.

Tabela 1: PPM-inexato com tolgep = tolep, = 1076 e 2° = (0,0).
Iter.(k) || af xh | Rt =2k | Y ()

0 | 0 0 | 0.70710678 | —

1 || 0.50000000 0.50000000 | 0.33310648 | 0.33333333

2 || 0.83310569 0.50022764 | 0.12123194 | 0.12137224

3 || 095433690 0.50014081 | 0.03390424 | 0.03398088

4 || 0.98824038 0.50007711 | 0.00876260 | 0.00880266
5 | 0.99700220 0.50004051 | 0.00222701 | 0.00224759
6
7
8
9

| 0.99922844  0.50002099 | 0.00056833 | 0.00057898
| 0.99979598  0.50001106 | 0.00014809 | 0.00015341
| 0.99994332  0.50000567 | 0.00004038 | 0.00004289
| 0.99998303  0.50000280 | 0.00001193 | 0.00001303
10 || 0.99999446  0.50000130 | 0.00000391 | 0.00000436
11 || 0.99999804  0.50000057 | 0.00000136 | 0.00000157
12 || 099999913  0.50000039 | 0.00000063 | 0.00000076

Tabela 2: Resultados obtidos utilizando 100 pontos iniciais aleatérios tomados na caixa [—5, 5]?,
tolep = 107* e tolgep = 107°.

min iter.(k) max iter.(k) med. iter.(k) || med. ||z* —2F 7|

10 14 1053 || 5.1926e-07
min cpu(s) max cpu(s) med. cpu(s) || med. Y(z*)
0.6594 2.3672 1.6803 || 6.7740e-07

5 Conclusoes

Neste trabalho, apresentamos uma versao inexata de um método do ponto proximal para resol-
ver problemas de quase-equilibrio. Numericamente, no exemplo implementado, o método obteve
performance similar a sua versao exata, tanto em numero de iteradas quanto em tempo de CPU,
mesmo calculando os subproblemas de forma aproximada. Os trabalhos futuros irdo considerar
condigoes suficientes para que a hipétese (H1) se verifique, além de outras regularizagdes e mais
teste numéricos para comprovar a eficacia do método.
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