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Resumo. O problema de corte de estoque apresenta importância reconhecida tanto no meio
acadêmico, como industrial. Diversas caracteŕısticas operacionais peculiares podem ser verifica-
das em diferentes sistemas de produção. Este trabalho contribui no estudo de três caracteŕısticas
operacionais e suas integrações com processos de corte unidimensionais, motivada por problemas
reais: (i) minimização de atraso dos itens a serem cortados; (ii) minimização de ciclos de serra; (iii)
e minimização de custos com modos alternativos de produção. Para cada um dos problemas foram
apresentadas a motivação real de estudo, uma revisão de literatura espećıfica para o problema, uma
proposta de formulação matemática e um método de solução utilizando geração de colunas, com
seu respectivo subproblema e resultados computacionais. Os experimentos foram realizados com
instâncias reais, para reforçar a relevância do problema e em um conjunto de instâncias geradas
aleatoriamente para explorar o impacto dos parâmetros nos resultados obtidos.
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1 Introdução

Problemas de corte e empacotamento buscam o posicionamento sem sobreposição de itens
demandados, nos limites dos objetos estocados, sendo o Problema do Corte de Estoque (PCE)
relacionado à minimização da matéria-prima quando há homogeneidade dos itens cortados [6].

A imersão na indústria motiva o estudo de diferentes objetivos e restrições, com especificidades
tecnológicas e empresariais [4]. Organizar o processo para bem utilizar os recursos, respeitando
suas capacidades e restrições é um desafio de indústrias com operações de corte [1].

O trabalho contribuiu com a proposição de formulações e métodos de solução, além de explo-
rar instâncias para o PCE unidimensional integrado a caracteŕısticas operacionais particulares.
Propôs-se o estudo de três problemas: (i) minimização de atrasos; (ii) minimização do custo de
utilização da máquina; e (iii) minimização de custos com modos alternativos de manufatura.
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2 Problema de corte de estoque e minimização de atrasos

O primeiro problema tratou da minimização do uso de matérias-primas e atraso em processos
de corte unidimensional. Foi considerado o caso em que o tempo de processamento do padrão de
corte depende dos itens que o compõe. Enquanto este encontra-se inexplorado, o caso de tempos de
processamentos independentes já apresenta literatura com formulações propostas [1]. A motivação
industrial deste estudo foi o corte de tubos em máquinas de serra para a fabricação de treliças que
compõem a estrutura de aviões agŕıcolas. Estas abastecem uma linha de montagem, em que os
custos inerentes ao atraso são muito relevantes quando comparados com o custo de desperd́ıcio de
matérias-primas, dada a grande quantidade de recursos materiais, humanos e imobilizados.

2.1 Modelagem matemática e método de solução

Seja um conjunto de NI itens unidimensionais i (i = 1, ..., NI) em tamanho li, demanda
bi, data de entrega di e custo por unidade de tempo de atraso de wi. Sejam NP padrões de
corte p (p = 1, ..., NP ) em objetos de comprimento L com estoque ilimitado, custo θ, tempo
de processamento ptp proporcional ao número de itens cortados, contendo aip itens do tipo i. O
tempo de processamento de um item foi considerado unitário. Seja Xpk um conjunto de variáveis
inteiras que representam a quantidade de padrões p cortados na sequência k da programação (k
= 1, ..., NK). Entende-se por sequência um conjunto de padrões de corte alocados juntos na
programação de produção, sendo que entre eles não existe prioridade de sequenciamento. Desta
forma, os padrões de corte na sequência k só podem ser executados após o fim dos padrões na
sequência k − 1. As variáveis binárias Zik assumem valor 1 se o item i já tem sua demanda
atendida até a sequência k − 1 da programação e 0, caso contrário. Denota-se por Ti o atraso do
item i decorrente da alocação de seus itens na programação.

O modelo do PCE e Programação da Produção unidimensional é exposto em (1)-(7).

min

NI∑
i=1

wiTi + θ

NP∑
p=1

NK∑
k=1

Xpk (1)

sujeito a :

NP∑
p=1

NK∑
k=1

aipXpk ≥ bi, i = 1, ..., NI, (2)

Ti ≥
NP∑
p=1

k∑
q=1

ptpXpq − di −MiZik, i = 1, ..., NI, k = 1, ..., NK, (3)

Zik ≤

(
NP∑
p=1

k−1∑
q=1

aipXpq

)/
bi, i = 1, ..., NI, k = 1, ..., NK, (4)

Xpk ∈ Z+, p = 1, ..., NP, k = 1, ..., NK, (5)

Zik ∈ {0, 1}, i = 1, ..., NI, k = 1, ..., NK, (6)

Ti,∈ R+, i = 1, ..., NI. (7)

A função objetivo (1) busca a minimização dos atrasos ponderados dos itens e dos custos das
matérias-primas. Em (2) garante-se que a demanda total seja atendida para todos os itens i. Em
(3) é feita a definição do atraso Ti, limitado inferiormente pela diferença entre a soma dos tempos
de processamento até uma certa sequência k e a data de entrega do item di sempre que i ainda não
tenha sido terminado até a sequência k − 1 (ou seja, Zik = 0). Em (4) estabelece-se a coerência
entre Zik e Xpk. O domı́nio das variáveis de decisão é definido em (5)-(7).
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Relaxando as condições de integralidade do modelo (1)-(7), propôs-se um procedimento de
geração de colunas [2]. Para obtenção de uma solução inteira, optou-se pela heuŕıstica descrita por
[5], na qual o próprio modelo (1)-(7) é resolvido, porém restrito apenas às colunas geradas durante
o processo de obtenção da solução ótima cont́ınua. Além disto, foram propostas desigualdades
válidas, de forma a reduzir o espaço de soluções viáveis, sem limitar a solução ótima. Por fim,
propôs-se um método de obtenção de limitante inferior utilizando programação dinâmica para
melhorar a qualidade do limitante obtido pela relaxação linear.

2.2 Resultados computacionais

A instância real apresentada foi coletada na indústria aeronáutica que motivou o problema, em
um processo de corte de tubos de alumı́nio especial em serra fita, com o objetivo de abastecer a
linha de montagem. Na Tabela 1 compara-se o resultado do modelo com o método emṕırico fabril.

Tabela 1: Comparativo entre solução da otimização e solução emṕırica da operação.

Indicador Modelo proposto Forma atual
Custo da solução 59.565 103.076

Custo do atraso total 39.995 83.256
Quantidade de objetos (unidades) 1.957 1.982
Aproveitamento da matéria-prima 91,01% 89,87%

Atraso médio do itens 1.337 1.138
Atraso médio de peças de reposição 706 5.620

Atraso médio de itens do caminho cŕıtico 1543 5.357

Uma análise exploratória da formulação foi feita através de um conjunto de 180 instâncias gera-
das aleatoriamente, considerando diferentes cenários de quantidade de datas de entrega, demandas,
tamanhos de itens e pesos para os atrasos das ordens. O resultado desta massa de dados mostrou
que o modelo matemático resulta em um gap médio de 7,8% em um tempo médio de 316,7.

Os principais achados estat́ısticos, utilizando análise de variâcia, evidenciaram influência dos
tamanho dos itens, prazos médios e peso dos atrasos unitários na dificuldade das instâncias, sendo
o primeiro com maior impacto no tempo computacional, número de padrões de corte gerados e
ocupação média dos objetos na solução final. Já a combinação de prazo médio e pesos do custo de
atraso influenciaram de maneira mais pronunciada os gaps e participação percentual dos custos de
material em relação ao atraso na solução.

3 Problema de corte de estoque e minimização dos ciclos de
serra com durações variadas

O segundo problema tratou da minimização de ciclos de serra integrado ao PCE, considerando
que o custo fixo unitário de utilização da máquina para um ciclo é distinto de acordo com o padrão
de corte executado. Considerou-se um tempo fixo de setup do ciclo, ao qual adicionou-se um
tempo unitário para cada item que consta em um dado padrão de corte. Um ciclo de serra é o
peŕıodo que abarca a preparação e execução de um conjunto de padrões de corte que são executados
simultaneamente [7]. As abordagens encontradas para o problema de minimização do número de
ciclos de serra não consideram que diferentes padrões de corte têm tempos diferentes de execução.
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3.1 Modelagem matemática e método de solução

Seja um conjunto de NI itens unidimensionais i (i = 1, ..., NI) em tamanho li e quantidade
bi. Seja um conjunto de NP padrões de corte p (p = 1, ..., NP ) em objetos de comprimento L,
em quantidade ilimitada, com custo de matéria-prima θ, contendo aip itens do tipo i. Em cada
padrão de corte é gasto γp como custo de máquina para executá-lo, sendo a soma de um custo de
setup st por ciclo e outro componente de custo do tempo de corte γun para cada item no padrão
de corte. Portanto, γp = st +

∑NI
i=1 aipγ

un. O objetivo é atender à demanda dos NI itens, com
menor custo total de matéria-prima e utilização da máquina. Seja Xpk um conjunto de variáveis
inteiras que representam a quantidade de padrões p cortados simultaneamente em quantidade k (k
= 1, ..., NK) em cada ciclo. NK é, portanto, a quantidade máxima de padrões unidimensionais
cortados simultaneamente na máquina, delimitada pela capacidade f́ısica da máquina.

Propõe-se em (8)-(10) o modelo do PCE associado à minimização de ciclos de serra.

min

NK∑
k=1

k

(
NP∑
p=1

θXpk

)
+

NK∑
k=1

NP∑
p=1

γpXpk (8)

sujeito a :

NK∑
k=1

k

(
NP∑
p=1

aipXpk

)
≥ bi, i = 1, ..., NI, (9)

Xpk ∈ Z+, p = 1, ..., NP,k = 1, ..., NK. (10)

No modelo (8)-(10), a função objetivo (8) busca a minimização da quantidade de objetos
utilizados e do custo fixo de utilização da máquina. Em (9) garante-se o atendimento à demanda
nas diversas configurações de ciclos posśıveis pela máquina. Em (10) a variável de decisão Xpk tem
seu domı́nio definido. Os parâmetros aip e γp foram obtidos na geração de colunas [2].

Novamente, propôs-se a utilização de um método de solução através de geração de colunas. Para
este problema, foi demonstrado que não é necessário gerar padrões de corte para cada número de
objetos no padrão k (k = 1, ..., NK). A solução do subproblema para k = NK garante o menor
custo reduzido de uma coluna a ser adicionada. Para obtenção de uma solução inteira após o
processo de geração de colunas, optou-se pela mesma heuŕıstica [5].

3.2 Resultados computacionais

A instância real foi coletada na indústria metal-mecânica do ramo de auto-peças, que produz
peças usinadas. Estudou-se um processo de corte de tubos de aço de diâmetro de 5/4”, que seguem
para um processo de usinagem. Os objetos podem ser cortados em até 7 unidades simultâneas por
ciclo. Na Tabela 2 compara-se o resultado do modelo com o método fabril.

Tabela 2: Comparativo entre solução otimizada e solução da lógica atual de operação.

Resultado Proposto Emṕırico PCE com ciclos completos
Ciclos de serra (unidades) 49 54 45

Objetos (unidades) 287 378 315
Ocupação dos objetos (%) 98,99% 75,2% 90,2%
Tempo de execução (horas) 14,2 15,4 13,0

Utilização do tempo de máquina (%) 83,7% 100% 100%
Custo da solução (R$) 36.330,00 47.596,40 39.678,29
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Uma análise exploratória foi feita em um conjunto de 1.710 instâncias aleatórias, explorando
cenários de tamanhos de itens (li), demandas (bi), objetos simultâneos na máquina (NK) e custos
(θ, st e γun). O gap médio obtido foi de 6,75%, e tempo computacional de 41,5 segundos.

A análise estat́ıstica mostrou (i) a influência do número de objetos a serem cortados simultane-
amente na média e variabilidade dos gaps; (ii) a presença de itens pequenos impactando na quanti-
dade de padrões de corte gerados e melhor ocupação dos objetos; e (iii) a razão entre demanda total
(
∑

i bi) e o número máximo de objetos cortados simultaneamente (NK) como determinante para a
boa ocupação dos ciclos de serra e melhoria dos gaps. A combinação em que a abordagem proposta
mais se sobressaiu a uma abordagem emṕırica de arredondamento de ciclos completos ocorreu com
maiores custos de utilização de máquina e maior presença de itens pequenos na instância.

4 Problema de corte de estoque com modos alternativos

O terceiro problema tratou da minimização de uso de matérias-primas em um conjunto de
produtos, considerando que cada um deles pode ser manufaturado de múltiplas maneiras distintas.
Analisou-se uma fábrica de postes de concreto armado, em que diferentes armaduras longitudinais
de aço levam aos mesmos requisitos de resistência, por combinações de comprimentos e espessuras
de seus componentes.

Modos alternativos ocorrem quando mais de um conjunto de recursos podem ser escolhidos
para executar uma mesma tarefa [3]. É comum na área de projetos, já que atividades podem ser
aceleradas com a alocação de recursos para atender a um prazo. Esse tipo situação pode ocorrer
em sistemas fabris, seja pela possibilidade de múltiplas combinações de classes de máquinas para
executar uma ordem de produção, ou pela possibilidade de múltiplas combinações de matérias-
primas, como é o caso da fabricação de postes de concreto armado.

4.1 Modelagem matemática

Seja J (j ∈ J , j = 1, ..., NJ) um conjunto de ordens de produção de produtos com demanda
dj . Seja K (k ∈ K, k = 1, ..., NK) um conjunto de espessuras de matérias-primas que podem ser
utilizadas para a fabricação das ordens J , com tamanhos dos objetos L e custo de θk. O conjunto
I (i ∈ I, i = 1, ..., NI) representa os tamanhos de itens cortados. Seja Mj (m ∈ Mj) conjuntos
de modos alternativos para o atendimento da ordem j, sendo que cada modos m é caracterizado
pela combinação de itens unidimensionais da matéria-prima de espessura k e de tamanho li em
quantidade bikm. Seja P (p ∈ P, p = 1, ..., NP ) um conjunto de padrões de corte a serem cortados
da matéria-prima k, caracterizados por uma quantidade aip de itens do tamanho li.

O objetivo é atender à demanda das ordens de produção J , escolhendo os modos de produção
mais convenientes para minimizar o custo total de matéria-prima. Para isso, deve-se determinar
a quantidade de padrões de corte p a serem cortados de cada matéria-prima com espessura k,
denotada pela variável de decisão inteira Xpk. Como auxiliar, a variável de decisão inteira Zjm

indica a quantidade de produtos do tipo j que serão produzidas no modo m (m ∈Mj).
O modelo do PCE Unidimensional com Modos Alternativos está retratado em (11)-(15).
No modelo (11)-(15), a função objetivo (11) minimiza o custo total com matérias-primas. Em

(12) garante-se o atendimento à demanda de produtos finais. Em (13) a demanda por produtos
finais é desdobrada em demanda de itens a serem cortados, que devem ser atendidos pelos padrões
de corte e espessuras escolhidas. Em (14) e (15) define-se o domı́nio das variáveis de decisão.

Assim como nos problemas anteriores, o metodo de geração de colunas ( [2]) foi utilizado para
resolver a relaxação linear do problema (14)-(15) através de geração de colunas. Para obtenção da
solução inteira após o processo de geração de colunas, optou-se novamente pela mesma heuŕıstica
descrita por [5].
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min
∑
k∈K

∑
p∈Pk

θkXpk (11)

sujeito a :
∑

m∈Mj

Zjm ≥ dj , j ∈ J, (12)

∑
p∈Pk

aipXpk ≥
∑
j∈J

∑
m∈Mj

bikmZjm, k ∈ K, i ∈ I, (13)

Zjm ∈ Z+, j ∈ J, m ∈Mj , (14)

Xpk,∈ Z+, p ∈ P, k ∈ K. (15)

4.2 Resultados computacionais

Uma instância real foi coletada de uma indústria de postes de concreto, baseada em um
orçamento que totalizou 570 postes de 5 diferentes modelos, além de 285 dormentes e 28 cru-
zetas. Comparou-se o resultado obtido pelo modelo com o método emṕırico da fábrica, em que
escolheu-se inicialmente o melhor modelo e posteriormente otimizou-se a demanda gerada pelo
PCE. O resultado apresentou economia de 7,5% em relação ao custo total de aço, diminuindo de
R$ 64.232,01 para R$ 59.416,65.

Uma análise exploratória da formulação foi feita através de um conjunto de 1.215 instâncias
geradas aleatoriamente, considerando diferentes cenários de quantidade de alternativas e proximi-
dade dos custos entre as diferentes opções de matérias-primas. Todas as instâncias foram geradas
com 30 produtos (NJ = 30). O resultado desta massa de dados mostrou que o modelo matemático
resultou em um gap médio de 0,61% em um tempo médio de 114,0 segundos, incluindo a geração
de colunas. A solução ótima foi encontrada em 31 instâncias, enquanto o maior gap foi de 5,61%.

A análise estat́ıstica dos resultados mostrou que a presença de itens de tamanhos pequenos (li) e
existência de poucas opções de materiais (NK) são os maiores determinantes de gaps aumentados.
A comparação do modelo proposto com a abordagem emṕırica descrita nas instâncias geradas
mostrou melhoria de custos, sobretudo com a maior presença de itens grandes.

5 Concluões e perspectivas

O objetivo do trabalho foi explorar a integração do problema de corte de estoque unidimen-
sional com caracteŕısticas operacionais particulares em processos de produção. Foram estudadas
as integrações com (i) o problema de minimização de atrasos, (ii) o problema de minimização
de ciclos de serra e (iii) o problema de modos alternativos de manufatura. Tais aspectos desa-
fiam a implementação de soluções otimizadas para operações de corte, e fazem com que o melhor
aproveitamento de matéria-prima não seja, necessariamente, a melhor solução para o problema.

Para cada um dos três problemas foi apresentada uma motivação real, uma revisão de abor-
dagens encontradas na literatura para o problema particular e um modelo matemática. Como
estratégia de solução, o método de geração de colunas foi utilizado juntamente com um procedi-
mento heuŕıstico. O método foi submetido a (i) instâncias ilustrativas, para mostrar a relevância
da abordagem; (ii) instâncias reais, para comprovar os ganhos potenciais de sua utilização nas
fábricas que motivaram os estudos; e (iii) a um conjunto de instâncias geradas aleatoriamente,
para explorar a influência dos parâmetros de entrada nos resultados obtidos.

Do ponto de vista industrial, o trabalho contribuiu através de métodos para gerar boas soluções
para os desafios apresentados, em tempo computacional razoável. As soluções mostraram melho-
rias significativas para as fábricas que motivaram os problemas. Além dos ganhos objetivos, é
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importante ressaltar que a rápida geração de boas soluções tem impacto organizacional positivo,
pois promove maior dinamismo frente às constantes mudanças de cenário enfrentadas.

Para a literatura, as principais contribuições são: (i) modelagem dos PCE integrados a datas de
entrega e ciclos de serra, considerando tempos de processamentos dos padrões de corte dependentes
dos itens4, (ii) modelagem do problema de minimização de custos de corte havendo múltiplos
modos alternativos de manufatura5; (iii) extensa análise exploratória do impacto dos parâmetros
do problema nas soluções das instâncias.

Embora as aplicações mostradas tenham motivação em setores espećıficos, a utilidade dos mo-
delos e métodos não está restrita a eles. Custos com atrasos relevantes também são encontrados em
ambientes com multas elevadas, como gestão de projetos e empresas loǵısticas, ou mesmo empresas
com forte necessidade de manutenção da imagem perante o cliente, como varejo via e-commerce.
Problemas de corte considerando custos de utilização de máquina devido a ciclos de serra podem
ser aplicados à conformação de plástica e de vidro. Modos múltiplos de manufatura também devem
encontrar aplicação na indústria moveleria ou de embalagens.

É posśıvel explorar a integração entre os problemas apresentados, como a consideração de datas
de entregas associada a ciclos de serra ou modos múltiplos de manufatura. Outras caracteŕısticas
operacionais podem ser adicionadas, como setups dependentes de sequência, custos associados à
formação de lotes, cortes bidimensionais ou irregulares. Outras extensões podem explorar melhorias
nos métodos propostos, seja por reformulação, soluções heuŕısticas para instâncias de maior porte
ou melhorias nos métodos de cálculo do limitante inferior.
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