Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics, v. 8, n. 1, 2021.

Trabalho apresentado no XL CNMAC, Evento Virtual - Co-organizado pela Universidade do Mato Grosso do Sul (UFMS).

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics

Modelagem matematica para o efeito da resposta imunologica
e do efeito citopatico no combate de uma infeccao viral

Carolina Grejo!
CAMPC, Campinas, SP
Cristian F. Coletti 2
UFABC, Santo André, SP

Resumo. Estudamos a dindmica de infec¢do de um virus no organismo humano na presenga de
resposta auto-imune por meio da modelagem matemdtica proposta por Nowak e Bangham [5]. No
estudo dos pontos critcos mostramos que na auséncia da resposta imune, se o efeito citopatico do
virus for alto, menor serd a carga viral no equilibrio. Quando na presenca da resposta imunoldgica o
tempo de vida médio das células infectadas é reduzido quando o virus tem um alto efeito citopatico
e/ou uma alta taxa de acdo da resposta imune.
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1 Introducao

A resposta imunolégica é a resposta coletiva e coordenada contra as substancias estranhas pre-
sentes no organismo, que tem como funcao fisiolégica a defesa contra os microrganismos infecciosos.

Possuimos dois tipos de imunidade, uma denominada imunidade natural e a imunidade adap-
tativa.

A imunidade natural é a que possuimos independentemente de termos tido uma infeccao e, assim
que a detecta, reage rapidamente. Sua reacdo é somente contra microrganismos, nao apresentando
reacao contra substancias que nao causam infecgoes, e sua resposta é realizada praticamente do
mesmo modo para sucessivas infec¢oes. Este é o fato que torna a imunidade natural a responsavel
pela defesa inicial de nosso organismo contra os microrganismos. Por outro lado, a imunidade
adaptativa é estimulada pela exposicao a agentes infecciosos e tem tanto sua intensidade quanto
sua capacidade de defesa aumentadas se o organismo é exposto posteriormente a um microrganismo
em particular. Tal tipo de imunidade tem como caracteristica a especificidade para distinguir
as diferentes moléculas e uma habilidade de memoria que faz com que ela responda com maior
intensidade a subseqlientes exposicoes a0 mesmo microrganismo. Sua composicao é dada por
linfécitos e seus produtos, ja os antigenos sao as substancias estranhas que induzem a resposta
imunoldgica ou séo o seu alvo [1].

A importancia da imunidade adaptativa para o hospedeiro estd no fato de que, apesar da imu-
nidade natural realizar uma defesa eficaz contra as infecgoes, muitos microrganismos patogénicos
desenvolvem uma resisténcia a esta imunidade sendo, entao, necessdria a atuacao da imunidade
adaptativa para que a eliminagao dos microrganismos ocorra de modo efetivo. No combate as
infecgoes causadas por virus temos a resposta mediada pelas células T, que atuam de modo extre-
mamente eficaz na defesa contra microorganismos intracelulares, como apontado por Machado et
al. [3].
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Os virus sao parasitas intracelulares que dependem da célula hospedeira para sobreviver e se
proliferarem. Assim, as células T citotéxicas (CTLs) atuam na destruigao das células que produzem
agentes estranhos como, por exemplo, as células infectadas por virus.

Portanto, a resposta imunoldgica ao mesmo tempo em que tem como funcao ajudar a célula
infectada, ela também pode ser prejudicial. O equilibrio entre essa atuagao ser benigna ou maligna
depende da soma de virus presentes na célula, dos tecidos infectados e da cronicidade da infecgao.

Como apresentado por Nowak e Bangham [5] no modelo matemé&tico proposto na secao 2,
o termo resposta dos CTLs é definido como a taxa com que um individuo aumenta a resposta
CTL para um dado virus. Em nivel celular, a resposta dos CTLs é a taxa média com que CTLs
especificos se proliferam depois de encontrar uma célula infectada. Essa taxa dependera dos fatores
como a afinidade do receptor das células T para a combinacgao viral e as moléculas do complexo
principal de histocompatibilidade (MHC). Portanto, resposta dos CTLs depende da quantidade da
estimulagao fornecida pelo virus, ou seja, da carga viral.

2 Modelo para a dindmica viral

Apresentamos o estudo tedrico da andlise de estabilidade dos pontos criticos do modelo ma-
tematico proposto por Nowak e Bangham [5], descrito em (1). Tal modelo apresenta tanto a
relagdo existente entre a replicagao viral e as células hospedeiras, quanto a resposta imunolégica
do organismo contra as células infectadas:

T =\—dr— Bxv

y = Prv—ay —pyz (1)
v =ky —uv

zZ=cyz — bz.

No modelo (1) a densidade de células ndo infectadas e infectadas no instante de tempo ¢ sao
dadas por z(t) e y(t), respectivamente, a de virus por v(¢) e z(¢) indica a magnitude da resposta
dos CTLs. A interagao entre esses elementos possui a seguinte dindmica: as células infectadas sao
produzidas pelo encontro entre as células nao infectadas com os virus a taxa Szrv e morrem a taxa
ay naturalmente e a taxa pyz por meio da agao do sistema imunolégico; os virus sao produzidos
pelas células infectadas por meio da replicagao viral a taxa ky, e diminuem a taxa uv; células nao
infectadas sao produzidas a uma taxa constante A e morrem a taxa dx. A taxa de proliferacao dos
CTLs como resposta antigénica é dada por cyz e sua perda ocorre a taxa bz.

Observe que no modelo proposto o estimulo a resposta imunolégica ocorre sempre que hé células
infectadas.

2.1 Pontos criticos do modelo

Para o sistema o sistema de equagoes (1) consideremos a regiao

A={(z,y,v,2) | x>0, y>0, v>0, z> 0},

pois é de nosso interesse solugoes positivas, uma vez que tratamos de quantidades de células e virus
e da magnitude da resposta antiviral.

Para determinarmos os pontos criticos para a regiao A, igualamos a zero as quatro equagoes
do sistema (1) e obtemos os trés pontos criticos apresentados a seguir.

O ponto de equilibrio trivial, Py = (A/d,0,0,0), ocorre na auséncia de virus no organismo e os
outros dois, denominados pontos de equilibrio endémico, sdo dados por P, = (z*, y*,v*, z*) onde,
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2.2 Analise de Estabilidade
Seja Ry o nimero reprodutibilidade bésico, dado por

A ko1
Ry=—-x—Xx— X0,
d a u

onde A/d representa a quantidade total de células nao infectadas, k/a é o ntimero de particulas
virais produzidas a partir de uma célula e 1/u indica o tempo médio de vida dos virus.

Teorema 2.1. Se Ry > 1 teremos que o ponto de equilibrio trivial serd instdvel mas, se Rg <1 o
ponto serd assintoticamente estdvel.

Teorema 2.2. Defina a regido

Ac 0< 2acdu
Ac —ab’ (Ab— Dcu + a(l — b)
(M —1cu+a(l—5b)>0,u—d>0 e g\ B,a,b,cd k,u) >0}

A*:{(A,ﬁ,a,b,c,d,k}7u) GRi:RO >

< Bk,

Se (X, B,a,b,¢,d, k,u) € A* entdo o ponto de equilibrio endémico (z*,y*,v*, z*) serd assintoti-
camente estdvel.

Teorema 2.3. Se 1 < Ry < b/c entdo o ponto de equilibrio endémico (T,§,v,z) serd assintotica-
mente estdvel.

3 Demonstracoes

Para provarmos os teoremas 2.1, 2.2 e 2.3 faremos o estudo da estabilidade de modo cléssico,
analisando a parte real dos autovalores associados aos pontos de equilibrio. A primeira anglise
serd para o ponto de equilibrio trivial e, na sequéncia, utilizaremos o critério de Routh-Hurwitz,
apresentados em Bassanezi e Ferreira Jr [2] e Murray [4]. Tais critérios nos garantem sob quais
condigOes a parte real dos autovalores serd negativa, ou seja, quando o ponto sera assintoticamente
estavel.

Assim, a matriz Jacobiana, aplicada ao ponto (z,y,v,2) € A, associada ao sistema de equagoes
(1) é dada por

—d — pv 0 —Bx 0

v —a — pz x —

T B
0 cz 0 cy—b
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3.1 Demonstracao do teorema 2.1
O polinomio caracteristico associado a matriz jacobiana aplicada ao ponto de equilibrio trivial,

Py =(A\/d,0,0,0), é obtido a partir da equagao
po(v) = det(J(Po) —~vI) (4)

onde [ é a matriz identidade de ordem quatro e v é o autovalor.
Assim, a partir de (4), temos que o polindémio caracteristico para o ponto de equilibrio trivial

é dado por
kBA
) = (b =) (=d =) (17 + 0+ w7+ au = 2.
Logo, duas das raizes do polindmio caracteristico sao y; = —b e v = —d. Resta analisarmos o
sinal dos autovalores restantes.
Para o polinémio do segundo grau 2 + (a + u) vy + au — %, temos que as raizes 3 e 74 Sao
tais que
Y3+71=—(a+u) <0 (5)
e
kB
Sy = au — ——.
Y3 V4 d
Se
Y372 <0, (6)

teremos que um autovalor serd positivo e o outro serd negativo. Assim, por (5) e (6) temos que o
ponto de equilibrio trivial serd instdvel, ou seja, o virus conseguira sobreviver.
Por outro lado, se

Y3 -4 >0, (7)
entdo teremos os dois autovalores negativos. Desse modo, por (5) e (7) temos que o ponto de
equilibrio em questao serd assintoticamente estavel, ou seja, teremos a extingao viral.

Por fim, obseve que 3 - 74 < 0 é equivalente a Ry > 1 e se v3 - 74 > 0 temos Ry < 1.
3.2 Demonstragao do teorema 2.2

Observe que a matriz Jacobiana associada a Py = (z*,y*,v*, z*), definido em (2) é dada por

r Bkb B -
—d— cu 0 - cdujgk 0
Bkb _X\Bck BAcu _pb
cu cdu+pBkb cdu+Bkb c
J(x*Vy*7v*7 Z*) =
0 k —u 0
A3ck
L 0 % (cdu+c,8kb - a) 0 0 |
e, portanto,
_ A4 3 2
pi(y) =7 +a1y’ + a2y +azy+as
onde,

- Bkb  ABck
a =utddt cu —i—cdu—i—ﬁkb7
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u A3k Ydut @ n ABcku ABckd AB2bk? B Bcku
2 cdu + kb c cdu+ Bkb  cdu+ Bkb  cdu? + Bkbu  cdu + Skb’
A\32 k2 Babk ABcku ABckd
= M\Bbk — Bk —ad - - -
3 b Pk —ad+ cdu? + Bkbu cu cdu+ Bkb  cdu + Bkb e
ay = MGk —aud— Babk'
c

Pelo critério de Routh-Hurwitz, para que a parte real dos autovalores seja negativa deve-se ter
a; > 0,a3 > 0,a4 > 0 e ajasas — az? — a;?ay > 0. Note que a; serd sempre positivo para qualquer
valor dos parametros e, a partir das hipéteses do Teorema 2.3 segue que az > 0 e ag > 0.

Para a ultima condicao, temos que

ajasasz — a3 — atay > g(\, B,a,b,c,d, k,u)
_ 2[3kau bd + SBkad bu + [3kaud + ﬁkad2 _ 6Bkad®b _ 2Bka*> _ 3Bka*bu 3ﬁkabdu + Bka®b + ﬁka bu

: c c c 4
+26ka bd + ,@ka + Bka b + Bka d 3ﬂk}a b + 2a2du? o a?d?u® o ad>u? + 3a3du o 2a2d%u 4Bka bd
A

2 2 >\ 2, 2 )\ >\ A2 2 3
2Bkau bd Jﬁkabd 2Bka b Bk:a + Bka b + ﬁka _ 2Bka”u’b 4Bka’bdu _ 3Bka”bd Qﬁka bd
Ac Ac Ac Ac Ac Ac
—2(13d2 — a’u? + a2u3d + 2a2u2d2 + a>dPu + a®d — 3aud — a®’d?u — a*d® + audd + av?d — 2ad?u?

+2[3ka2bu + ad?u® + ad®u? 4 6a3u — 3a2d? — 2ad>u — 3a’du — 2a?du?® + \Bacdku® — aPu’d
+ﬁ2k b2au | 38°%k*b%ad _ 2Bka®bd | 28°k*ba® 48%k%b%ad _ PPK*bPau | o®  2B8%K*b%a? 3Bka’d
2

c c c2 c? Ac2
+5ka3d2 4Bka®bd _ 2Bka*bd? 2Ba%bdk ,\ﬁi“k3b2>é _ Bk%a 2b5\ 28ka*b

2 U
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uc uc? uc uc? uc
,32]6 b2 2 62k2a2b 362 kz 2b2d 252,(}2 2b2 Bski}b& )\B4k b3 IB4k4b$ ﬂ$k3b3 anu’z
c2 >‘§3 2)\ Ac? + c3u + 2c Ac3 A2
+a2du + Bkbua + Bkbu’a k2a3bd 3ﬂ2k2a2b2d 28 k2a2b2 B%k%a ﬁ2k2a2bd B2k2a®b?
2 \2¢ g\z 5 S‘ % %L 2u2 f w2 2u2
_ BK%d? Bkbda? B2k Spa’ Bk*b*a  Bik3bPa B 313p3 o ﬂ3k3b2 2 _ B%K%b 28ka®b
2u2 2 2 + (/2u2 .3u2 - %’311,2 34,3 3 '3 2 /\u203
_ A\B?k*abd +a u2 _ 2d%u?d®  d*dPu + Bka?bu? + 3Bka’bd? + 4ﬁka b + ﬂka u

u D A A c c c

Da definigao de A* segue que ajagaz — a3 — alay > 0.

Para verificarmos que A* é uma regido nao vazia, considere o ponto (A, 8,a,b, ¢, d, k,u) com
as seguintes coordenadas A = 2, =b=c=k=d=1,u=2ea= % E f4cil verificar as
quatro primeiras condigbes de A* e, para avaliarmos o valor de ¢(2,1, ;‘), 1,1,1,1,2), utilizamos
o software Matlab, mostrando, desta forma, a veracidade da condi¢do g > 0. Assim, temos que
este ponto pertence a A*. Pela propria construgao da regiao A* e do critério de Routh-Hurwitz
segue-se que, para todo (A, 8,a,b,¢,d, k,u) € A*, o ponto de equilibrio endémico (z*,y*,v*, z*) é
assintoticamente estavel.

3.3 Demonstragao do teorema 2.3

A matriz Jacobiana associada ao ponto Py = (Z, ¥, 7, Z), definido em (3), é dada por

r ABk au 7
BT 0
Aﬁka;aud —a —p (Aﬁlg;gud)
J(j’ g? 1_)7 2) =
0 k. —u 0
0 0 0 ¢ (L’g;g"d) —b

Como
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pQ(’Y) = det(‘](ja ga 1_)7 2) - ’YI) = det[(‘](ja g7 1_)7 2) - ’YI)]Ta
onde AT representa a matriz transposta da matriz A, temos que
ABk — aud
pa(n) = e (AR ) ol (=7 + asv* + agv + ar) (8)
Bak
onde,
ABk
as = —a—UuU——
au
ABk  ABk
ag = —— = —
U a
ar = —ABk+ aud.

E imediato que uma das rafzes do polindmio ps(7) associado ao ponto Py é

B ABk — aud b
71_6(6@]4; >— .

Como, por hipdtese, 1 < Rg < b/c, temos que o primeiro autovalor associado ao ponto é
negativo.
A partir do polinémio de grau trés apresentado em (8), é verdade que

7+ @57* + dey +ar =0
onde, a5 = —as, dg = —ag € A7 = —ary.
Como o polinémio restante possui grau trés, para provarmos sua estabilidade assintética, pelo
critério de estabilidade de Routh-Hurwitz, percisamor verificar que a5 > 0, a7 > 0 e dsdg — a7 > 0.
E imediato que dj e ay sao positivos, uma vez que, por hipétese, Ry > 1.
Para asag — a7, temos que

au a

NB%R2 (11
d5dﬁ—d7:Aﬁk<%+%)+ b <u+ >+/\ﬁk+aud

Logo, temos que dsag — a7 > 0.

4 Conclusoes

Pela andlise de estabilidade do ponto critico trivial Py = (A\/d,0,0,0) podemos concluir que
cada célula infectada pelo virus contamina uma média de Ry células saudéveis.

Quando na auséncia da acao de resposta imunolégica, temos que a populagao de células in-
fectadas ird crescer, fazendo com que a populagao de células saudaveis diminua. Essa diminuigao
terd como consequéncia uma redugao de oportunidade para a propagacao viral em novas células.
O grau de citopacidade do virus estd relacionado com o parametro a e, por P, percebemos que
quanto mais citopatico for o virus, ou seja, maior for o pardmetro a, menor serd a quantidade de
virus, resultando em uma maior abundancia de células saudéveis. Mas, para os virus com uma
menor citopacidade, no equilibrio, teremos uma menor quantidade de células saudéveis, resultante
de um aumento da carga viral.

Por fim, para o ponto P;, o niumero de células infectadas depende dos paramentros relacionados
a acdo da resposta imunolégica, b e c. Além disso, o tempo médio de vida de uma célula infectada é
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dado por 1/(a+ pz*), onde a, como dito anteriormente, determina o grau de citopacidade do virus
e pz* representa a taxa de morte da células infectadas por meio da acao da resposta do sistema
imunolégico.
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