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Resumo. Calcula-se por dois modos a solugdo da equacdo de Laplace num semidisco sob uma
condicao de fronteira de Dirichlet na base e uma de Neumann na circunferéncia. O primeiro modo
consiste na superposi¢do de uma solugado calculada por separagao de varidveis e uma calculada por
transformada de Fourier. O segundo, no uso da fungdo de Green determinada pelo método das
imagens. Os dois modos produzem expressoes idénticas para a solugao.
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1 Introducao

Neste trabalho calculamos a solugao do seguinte problemas:

Pu  10u 10%u
2 = — —_— —_—— =
Veu(r,0) = 52 +r 89+r2 962 0 se r€(0,b) e 8€(0,n)
u(r,0) =0 se r €]0,b

u(r,m) = f(r) se r € (0,5

%(b7 0) =g(0) se 6 € (0,m)

A equagao diferencial parcial (EDP) cuja solugéo se cal-
cula é a equacao de Laplace. Trata-se do problema de valor
de fronteira cujo dominio {2 é o semidisco mostrado na Fi-
gura 1, onde se resolve essa EDP nas coordenadas polares
sob condicoes de fronteira mistas, de Dirichlet na base e de
Neumann na circunferéncia.

Dois modos de calcular a solugao do problema sao apre-
sentados. Na secao 2, ela é obtida pela superposicao de
duas solugoes, a do problema em que a condigao de fron-
teira na base é homogeneizada (v. Figura 2), calculada por
separacao de variaveis, com a do problema em que tal homo-
geneizagao se dd na circunferéncia (v. Figura 3), calculada
por transformada de Fourier. Na se¢ao 3, a solugao é calcu-
lada pela fungao de Green, que é determinada pelo método
das imagens.

O cotejo dos dois modos de calculo permite compreender as limitagoes e as vantagens de cada
um. Além disso, ao fim da descricao deles, logo se percebe a possibilidade de empregé-los para
resolver varios problemas derivados de modificagoes do problema resolvido.

T

Figura 1: O problema resolvido.
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2 Separacao de variaveis e transformada de Fourier

liy aul

5, 1 90)
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V2u(r,0)=0
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— ——— _ > -
u; =0 U,
Figura 2: Problema com a condicao de fron- Figura 3: Problema com a condicao de fron-
teira na base homogeneizada. teira na circunferéncia homogeneizada.

A solucao u do problema na Figura 1 é a superposicao das solugoes u; e us dos problemas nas
Figuras 2 e 3, respectivamente:

u(r,0) = uy(r,0) + ua(r,0) . (2)

2.1 Resolugao por separacgao de variaveis do problema na Figura 2

Substituindo u;(r,0) = R(r)©(f) em V?u; = 0 e separando as varidveis, obtemos

A -
r?2 —— =~
Q"

Q@

1 1 "7 ?R’'+rR
R'6O+-RO+=RO" =0 — 1TV,
T 72 R 6
Temos que ui(r,0) = R(r)0(0) =0 = ©(0) =0 e ui(r,m) = R(r)O(r) =0 = O(m) =0;
essas condi¢oes e a EDO para @(f) em (3) formam um problema de autovalor de solugdo bem
conhecida {Ref. [5], se¢.11.4, Exemplo 1}:

0" +20(0)=0, 0 (0,7) An=n?(n=1,2,3--)
{@(0) =6O0(r)=0 {QH(H) = sennf

. 0" + 16(0) =0 ‘)
r?R"+rR — AR(r) =0

Agora resolvemos a EDO para R(r) em (3) com esses valores de A {Ref. [5], se¢.6.1, eq.(2)}:
R’ +rR, —n’R,(r) =0 = R,(r)=Cur" +D,/r" ,

onde devemos fazer D,, = 0 para evitar infinitude quando r = 0. Logo, a solugao mais geral é

ui(r,0) = Z R, (r)0,(0) = Z Cpr'sennf . (4)

n=1
Calculamos as constantes C,, impondo a condi¢ao na fronteira circular, o que resulta numa
série de Fourier em senos cujos coeficientes as envolvem:
8’11,1
or

o0 2 s

(b,0) = E nCpb" tsennd = g(0) = nCH" = —/ g(0)sennf do .
T Jo

n=1

Substituindo essa expressdo de C,, (com a varidvel de integracao 0 trocada por 6’) em (4), obtemos

> 2 T b [Tr = r"2sennf sennf
ui(r,0) = Z [ /Og(ﬁ’)sennﬂ’ df’|r™ sennf = —/0 {Z }g(ﬂ’) do’. (5)

b1 T — nb"

n=1

S
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O somatério S, usando 2 sennf’ sennf = cosn(f’ — ) — cosn(f’ +6), pode ser escrito na forma

5 Z " [cosn(6' —0) — cosn(6'+6)] =1

ye =0(0'—0)+0(0'+0); a(p) = nZ::l - (%)n cosngp . (6)

Se z = (r/b)el?, entdao 2" = (r/b)"e'™ = (r/b)" cosny +i(r/b)" senny, e, portanto,

o(p) = ZRGZ =Re Z —ReZ/C" Lde = Re/z(ignl)dC:ReAZ(ri(")dC

= Re / =Re[—In(1—-2)] = —Re[ln|1—z| +iarg(l—2)] = —In|l—2z| = —In|1 — %eiﬂ
2 2
=—In|l-— bcoscp—lZsencp| ln\/<1—%cos<p) +(%sengp)
1 2r 2 b2 — 2brcos ¢ + r° 1 2 2
—filn( bcosgoerQ)—fﬁln = —filn[b —2brcos+71°]+1nb .

Esse resultado, levado em (6), produz

2 _ / 2
1 In b* — 2br cos(0'+6) +r ()
2 b2 — 2brcos(0'—0) 4 r?

S = —% In [627 2br cos(' —0) + r2] + %ln [627 2br cos(6' +6) + 7"2} =

o qual, por sua vez, levado em (5), fornece, finalmente,

b /’Tl b2 — 2brcos(0 + 0) + r?
0

0) — -
w (r,0) s "2 o cos(0' — 0) + r?

PICAY. (8)

2.2 Resolugao por transformada de Fourier do problema na Figura3

Se mudarmos para a variavel

—In(r/b) [= r=be”, com pe(0,00)] , 9)
a EDP VZuy(r,0) =0, ou r20%us/0r? + rdua/dr + 90*us/06? =0, toma a forma
O?Uz/0p* + 9*U2/00* =0 [ua(r,0) = us(be *,0) = Us(p,0)] , (10)
pois, pela regra da cadeia, conclui-se que
. 8u2 8U2 .. 282U2 82U2 aUQ
0 0 = — 11
(1) - 87' (7’ ) ap (p7 ) € (11) r 67”2 8p2 ap ( )
Aplicando em (10) a transformada de Fourier em cossenos definida por
2 [ _
iTc{UQ(p,G)} = \/;/ Uz(p,0) coskpdp = Us(k,0) , (12)
0
obtemos {Ref. [1], se¢.7.6, p.279}
0
—_—— _
25 2 90U, d’Us Uy - _
— K20 (k,0) — \/; By 7 0)‘/_0 + R0 =0 = T2 k0a(k6) =0
= U, (k,0) = c1 cosh k6 + c2 senh k6 | (13)
onde o termo indicado como nulo é explicado com base na equagao (i) em (11) e na condi¢do
homogénea na circunferéncia: %( 0)‘ =— %( 9)‘ =0
g . 6p P _a r 87’ T .,

0

Para calcular as constantes ¢; e co em (13), usamos as condigdes de Dirichlet na base do
semidisco, sendo necessério, antes, tomar a transformada de Fourier em cossenos delas:
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us(r,0)=0 = Us(p,0)=0 Ze Uz(k,0)=¢c; =0 .
uz(r,m) = f(r) = Uz(p,m) = F(p) ; Us(k,m) = casenhkm = F{ F(p)} = c2 = F{F(p)}/senhkr ,

onde definimos f(r) = f(be™?) = F(p). Com c¢; e ¢y assim determinados, (13) passa a ser
_ FAF(p)} \/5 senhkf [~ o
UQ(I’C,&) = m senhk@ = ; m/o F(p )COSkp dp .

Tomando a transformada inversa e trocando a ordem das integracoes, obtemos

Uz(p,@):&"c_l{Ug(k,G)}:?C_l{\/§ Senh’fa/ F(p')coskp/dp/}
0

7 senhkw
_.J2 / { \/? senh kO / F(y') cos kp' dp,}cos ko dk
™ Jo m senhkw J,
_ 1= > senh k0 , o
- W/o ( /o senh o 28 Fp cos ko dk )F(p)dp : (14)

I
Para calcular a integral denotada acima por I, usamos a identidade trigonométrica 2 cos kp’ cos kp

= cosk(p — p) + cosk(p' + p), em seguida (na passagem indicada por =) valemo-nos da férmula
3.981-5 listada na referéncia [3], e entdo eliminamos p e p’, voltando para a varidvel r e r’, obtendo

1= [T pcoskylcoskpdh = | S cosk(p—pyan+ [T cosk(p'+p) d
0 0 0

senh k7 senh k7 senh k7
* (1/2) sen6 N (1/2) sen6 _ (1/2)send (1/2) sen6
cosh(p'—p) +cos ' cosh(p'4p)+cos® 7' 2 4 y2 b2 + (rr' /b)?
+cos) ———— +cosf
2rr! 2rr!
_ 1 + 1 rr’ sen @ (15)
2 4r242rr'cos®  (rr’/b)? + b2 + 211’ cos 6 ’

Substituindo esse resultado em (14), tendo em conta que [ F(p')dp’ = 2f(r') (=dr'/r"), e

lembrando que Us(p, 8) = uz(r, ), concluimos o célculo desta segdo:

rsend [° 1 1
0) = Ndr' . 16
uz(r, ) T A [7“’2 + 72 4+ 2rr' cos 0 + (rr’ /)2 + b2 + 2r1' cos 0 F0r')dr (16)

3 Funcao de Green determinada pelo método das imagens

3.1 Formulagao

O valor da solugao u do problema em (1) num ponto 7 do dominio {2 pode ser expresso pela se-
guinte integral de linha na fronteira 92 (percorrida na orientagéo positiva convencional), conhecida
como representagao de Green {Ref.[4], seq. VIL.O; Ref. [2], eq.(5.0.13)}:

. 1 i Ou oG .,
u) = 5= [ (GG = G )] as (17)
sendo, nesse caso bidimensional, a func¢ao de Green G(7|77') dada pela soma da funcao H (|7 —7|) =

In [1/ |7" —7|], harménica se 7/ # 7 {Ref. [4], Exemplo VIL3.1}, com qualquer outra fungio v (7’
harmonica em {2, isto é,
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Seja 02 = 044 U S, onde O e 0k representam a base e a circunferéncia do semidisco,
respectivamente. Com as exigéncias

() G(F|F") =0 se @ € e (i) %(HF’) =0 se 7 €0 (20)

porque nao se conhece du/dn’ em 0 nem u em A%, a equagdo (17) passa a fornecer a solugéo
do problema em (1):

R 1 oG, . 1 i Ou
u(r') = o Ml%(ﬂw)u(w)ds' + 5 - G(T|TI)%(7“')d5' . (21)
uz(r,0) uq (r,0)

=d )

As exigéncias em (20) sdo satisfeitas determinando-se a fun¢do harmoénica v(7’) em (18) apro-
priada. Aqui empregamos o método das imagens para determinar v(7’).

Na expressao acima, da solugao em termos da fungao de Green, indicamos um dos termos por
u1(r,0) e o outro por us(r,#), pois mostramos nesta segdo que eles sdo exatamente aqueles em
(8) e (16), respectivamente, cuja soma, como (2) indica, é a solugdo do problema definido em (1).

AY
005N

Al _PT
P’

3.2 Determinacao da funcao de Green

Observe que a fungdo harménica H(|F' — 7|) =
In(1/|7" —7|) em (18) é singular se ¥’ = 7, e, como esta-
mos considerando 7/ como a varidvel vetorial (as varidveis
sdo as coordenadas desse vetor), dizemos que 7 é a sin-
gularidade de H(|#/ — 7#|). O problema em (1) admite
que a funcao de Green seja determinada pelo método das
imagens {Ref. [4], se¢. VIL.13}, isto é, que a fungao v(7”)
usada na definigdo em (18) seja formada por termos adi-
tivos da forma :EH(MT_’V - T_’;|) [com singularidades em Figura 4: Conﬁgura@éo das imagens na
pontos 7; : as imagens do ponto 7] como segue: (i) determinagao da funcao de Green.

1 1 1 1
7_,|+ —1In +Iln — —In . (22)

GFIF) =1
(") = In = P NF = F N — e

Para descrever os parametros em (22), considere a Figura (4), que, por simplificagdo, nao
mostra desenhados os vetores posicao 7/, 7, 7*, 71 e #*T, mas apenas os respectivos pontos P’, P,
P*, Pt e P*' nas extremidades desses vetores (que partem da origem O). Note as coordenadas
polares r e § de P (ou de 7), e ' e 6/ de P/ (ou de 7).

Neste problema, o método das imagens prescreve que as singularidades sejam posicionadas
simetricamente em relacdo & reta contendo a base do semidisco; em outros termos, que P* e P*1
sejam as imagens especulares em relacio ao eixo « de P e PT, respectivamente. Também prescreve
que as imagens fora da circunferéncia (completa) sejam geradas pela transformagcao de inversio em
relagao a circunferéncia {Ref.[4], seg. VIL.3} das singularidades no interior; por essa transformagao,
o vetor posicao da imagem tem a diregao preservada, mas a sua magnitude é aumentada pelo fator
1/A2, com A = r/b < 1. Logo, as coordenadas polares das extremidades dos vetores em (22) sdo

P'(+',0), P(r,0), P*(r,—0), P'(+T,0), PT(rT,—0) , com r' =r/A% e A\=7/b. (23)

Em (22) aparecem médulos de diferengas de vetores que sao as distancias entre P’ e os demais
pontos considerados; segue uma notagao para elas e suas expressoes (que podem ser obtidas pela
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lei dos cossenos) em fungéo das coordenadas polares das varidveis vetoriais 7 e ¥/ de G(7|7’):

N
Il

|7 — 7| = \/r"2+ r2—2r'r cos(0' —0)

|7 =7t = /1" 2+ 1t 2— 27T cos (0 —0) = S\/(rr’/b)Q + b2 — 2r'r cos(0' —0)
=7 = \/7"’2+ r2— 2r'r cos(6'+0)

|7 — | = /724 7T 2— 271t cos(0/ +0) = S\/(rr’/b)Q + b2 — 2r'r cos(0' +0)

N
v,
I

(24)

N
I

A inversdo em relagdo a uma circunferéncia se baseia {v.Ref. [2], Fig.5.7.1} em se exigir a
validade da equacdo M\zf = 2 (no caso dos pontos P e P') para qualquer #/ na circunferéncia, isto
é, quando ' = b. Usando b como subindice de qualquer das distdncias em (24) quando P’ jaz na
circunferéncia, essa relacdo bésica entre 2 e 2!, e entre 2* e 2*t, pode ser escrita na forma

)\al:fzb e )\QZTZQZ, onde 7z, = 2

—p etc. (25)

Que a funcio v(7’) indicada em (22) satisfaz (19) decorre do fato de 7*, 1 e #*T ndo estarem
em £2. Que (22) satisfaz a condigdo (i) em (20) segue do fato de |7 — 7| = 7' —7*| e |7/ —#T| =
|7 — 7*T| quando 7' € 312, o que é mais evidente imaginando-se, na Figura 4, que P’ € 942;.

Resta mostrar que (22) satisfaz a condicao (ii) em (20), o que requer alguns célculos. Usando
(24) para reescrever (22) (note que o pardmetro A é cancelado), e usando (25), temos que

G(FF) = —Ina—Inal 4+ Inz* 4 Ina*T . (26)
G G2
G 7l _0Gy [ 1o 104
on’ sreoo, O |a_y, L 20r At or|,_, 2
_ lb—rcos(0'—0) 1 72 /b — rcos(0' —0) __b2+7“2—2brcos(9'—9) _ 1

2 2 /z;E 7/b \/b24 r2 — 2br cos(6' —0) bz b
2 2
b b

Analogamente obtém-se 0G2/0n'|,_,, = 1/b. Logo, se i’ € 0§k, entao 0G/In’ = 0G1/On" +
0G2/On' = —1/b+1/b =0, provando (ii) em (20). Esta assim comprovado que (22), ou (26), é a
func@o de Green do problema em (1).

4 (Calculo da solugao

Usando (26) e (24), calculemos a parcela da solu¢do dada por (21) que é 14 designada por
u1(r,0). O integrando neste termo é assim desenvolvido:

I 22N ou, , p
8n/(r)ds] = {m( — )W(r,ﬁ)bda}

I

r’'=b

/b2 + 12 — 2br cos(9/+0 M\/’I’Q + b2 — 2br cos(6'+0)

=bln g(0") do’
b2+ 12 — 2br cos(0' — M\/T‘2+52 — 2br cos(0'—0)
—bIn 2 + b® — 2br cos(f
h r2 + b2 — 2br cos( 9’ 9(0
Substituindo este resultado, obtemos exatamente a equagao (8 ), resultante da separacédo de varidveis:

<

b [T [r?+b%—2brcos(0'+0) N o
w(r,9) 27 /0 . [7"2 + b2 — 2br cos(0' —0) 9(6") o (27)
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Calculemos agora a parcela da solugao dada por (21) que é 14 designada por us(r,6). Usando
(26) e (24), obtemos a seguinte expressao para o integrando neste termo:

oG N 7 / _ l% 1l AN
Go | = [ e )

_f@har' [oG ' _ _fehdr’ 0 * gt ot
= 89/(r,9|r,0) T 7 80’[ Inz+In2" —In2z' +1n~2 ]e':

T A Lk

_fdr’ 27'r senf n 27'r send
- 2+ 724 2r'rcos®  (r'r/b)2+ b2+ 2r'rcos |

_feydr’' 0 {1 on 102 1042 1 a»ﬂ}
0 =x

/r./

cuja substituigdo em (21) fornece exatamente a equagdo (16), obtida por transformada de Fourier:

1 [ fe")dr 2r'r send 2r'rsend
ug(r, ) = —— +
27 J, r 24 r24+2r'rcos®  (r'r/b)% + b2 + 2r'r cos

rsenf [° 1 1 ,
_ dr' . (28
™ /0 [T’2+T2+2r’rcosﬂ + (r’r/b)2+b2+2r’rc059]f(r) " (28)

5 Conclusoes

E interessante constatar, num problema de dominio finito, o uso da transformada de Fourier.
A possibilidade desse uso transparece com a mudanga de varidvel em (9), mas também pode ser
entendida resolvendo-se o problema da segao 2.2 pelo método alternativo, porém equivalente, de
separar as variaveis. Assim se obtém um problema de autovalor de espectro continuo na variavel
radial; portanto, para expandir a solucao em termos das autofuncgoes, é necessdrio realizar, nao um
somatorio, mas uma integracao, que € a inversa da prépria transformada de Fourier usada.

Percebe-se a agradavel possibilidade de nao s6 se realizar o somatorio infinito que surge na
separagao de varigveis [v. (5) e (7)] como também a de se efetuar a integral associada & transformada
de Fourier inversa [v. (14) e (15)]. Sem isso nao seria possivel verificar tao facilmente que a solucao
obtida por esses dois métodos, a soma de (8) e (16), é igual & solugdo obtida pela fungdo de Green
determinada pelo método das imagens, a soma de (27) e (28); elas tém formas idénticas.

Corriqueiramente nao ocorre essa agraddvel possibilidade (ela é excepcional), o que permite
dizer que, comparativamente, o método da funcao de Green calculada pelo método das imagens
leva mais diretamente a uma forma de solugao mais aprimorada, mais fechada. Entretanto, este
método tem aplicagcao bem menos vasta, sendo raro se conseguir determinar as imagens necessarias.
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