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Resumo. O problema corte unidimensional j4 foi e continua sendo bastante estudado devido a sua
ampla aplicagao, principalmente, no setor industrial. Este problema, classificado como NP-dificil,
pode ser representado matematicamente por um modelo de programacao linear inteira, o qual,
geralmente, é resolvido por meio de métodos heuristicos. Um método heuristico muito conhecido e
utilizado para a sua resolugao é o método simplex com geragao de colunas. Este método considera,
inicialmente, um conjunto limitado de colunas, que representam os padroes de corte e a cada iteragao
um novo padréo de corte é gerado resolvendo um problema da mochila, cujos coeficientes de fungéao
objetivo sdo as varidveis duais do problema de corte relaxado (sem a restri¢ao de integralidade das
varidveis). Neste trabalho, propomos utilizar o centro analitico da face étima do politopo dual
ao invés das varidveis duais do método simplex para construir o problema da mochila e com isso
acelerar a convergéncia do método. Os experimentos computacionais realizados mostraram bons
resultados para essa abordagem, especialmente quando o problema primal é altamente degenerado.

Palavras-chave. Problema de Corte Unidimensional, Geracdo de Colunas, Método de Pontos
Interiores

1 Introducao

O problema de corte consiste em determinar a melhor forma de cortar a matéria-prima (objetos)
em itens de dimensoes menores, a fim de satisfazer as demandas em carteira de clientes otimizando
perdas e/ou quantidade de objetos cortados. Neste trabalho, tratamos dos problemas de corte
unidimensionais que surgem em diversos tipos de industrias de manufatura e, em particular, na
industria de papel, onde as bobinas jumbos (objetos) devem ser cortadas em bobinas menores que
serao enviadas para outra etapa do processo ou estocadas até a data de entrega.

Um padrao de corte é um arranjo de itens no objeto. H& varias maneiras de se obter estes
arranjos e para se ter uma ideia do nimero de padroes de corte que podem ser gerados, a partir
de itens de tamanho [; e um objeto de tamanho L, basta gerar todas as possiveis combinagoes
dos itens de diferentes larguras que respeitam a inequagao, Z:r;l a;l; < L, em que a; é o numero
de vezes que o item ¢ aparece no padrao de corte que serd usado para cortar o objeto e m é a
quantidade de tipos de itens. Dependendo dos tamanhos do objeto e dos itens a serem cortados
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este numero pode chegar a casa dos milhoes, mesmo para uma carteira de pedidos com um nimero
pequeno de tipos de itens (veja [2] para mais detalhes).

O problema de corte é um problema de programacao linear inteira e classificado como do tipo
NP-Dificil [8]. Geralmente, ele é resolvido por um procedimento heuristico e, por isso, ndo hé
garantia de que a solugao étima seja encontrada, mas solugoes de boa qualidade para o problema
a um tempo computacional aceitavel sao produzidas.

Na literatura, existem intimeros trabalhos que tratam do problema de corte, em particular do
caso unidimensional, e suas principais dificuldades na resolugao (integralidade e grande nimero de
varidveis). Foram desenvolvidos tantos métodos exatos [3] quanto heuristicos [9], de forma a obter
uma boa solugao para o problema em um tempo computacional aceitavel. Dentre estes métodos
destacamos o método simplex com geragdo de colunas [5], as heuristicas do tipo construtivas
([9],16]), as quais, de forma geral, consistem em construir um padrao de corte com a menor perda
possivel e, posteriormente, calcular o nimero méximo de vezes que esse padrao pode ser usado,
sem exceder a demanda dos itens e as heuristicas do tipo residuais ([7],[1]), as quais iniciam
o procedimento resolvendo o problema relaxado (sem a restrigdo de integralidade das varidveis)
pelo método simplex com geracao de colunas, obtendo uma solugdo que pode ser fracionéaria e,
posteriormente, alguma técnica é usada para tornar a solugao inteira.

O objetivo desse trabalho é acelerar a convergéncia do método simplex com geragao de colunas,
principalmente para problemas que sao altamente degenerados. Para isso, o problema da mochila
é construido nao utilizando as variaveis duais associadas a solucao primal do método simplex,
mas sim os multiplicadores de Lagrange vindos da solucao do método de pontos interiores do tipo
primal-dual. Essa proposta ¢ justificada pelo fato de que se a solucao do problema de programagao
linear nao é unica (primal ou dual), o algoritmo converge para um ponto interior do conjunto
solucao do problema. Com essa abordagem, o algoritmo convergird para o centro analitico da face
6tima do poliedro dual (pois existem solugbes alternativas no dual). Dessa forma, o corte gerado
pela insercao da coluna obtida pelo problema da mochila, cujos coeficientes da funcao-objetivo sao
os multiplicadores de Lagrange, provocard um bom corte na face 6tima do poliedro dual, uma vez
que eles representam o centro analitico da face e nao um ponto extremo qualquer.

O restante do texto esta organizado da seguinte forma: na Secao 2, descrevemos o problema de
corte unidimensional, apresentamos um modelo matematico classico que o representa e mostramos
com qual modelo matemdtico trabalhamos, ja que a melhoria obtida com a modificacao proposta
fica mais evidente em problemas degenerados. Na Secao 3, descrevemos brevemente o método
simplex com geracao de colunas para resolver problemas de corte unidimensional, bem como intro-
duzimos a nossa ideia de modificar este método para reduzir o nimero de novos padroes de corte
gerados. A Secao 4 traz a descricao de como as instancias de problemas de corte usadas nos expe-
rimentos computacionais foram geradas, além de uma andlise dos resultados obtidos ao comparar
a abordagem cléssica com a nossa proposta. Na Sec¢ao 5, estao as conclusoes do trabalho e também
algumas observagoes. Na tultima segao apresentamos as referéncias bibliogréficas utilizadas.

2 Problema de Corte Unidimensional

O problema de corte unidimensional pode ser descrito da seguinte maneira: considere um
conjunto de carteiras de pedidos com vérios itens, as quais podem ter itens em comum. Juntando
todas estas carteiras de pedidos tem-se m tipos de itens, em que o item tipo i, para i = 1, ..., m tem
comprimento /; e demanda d;, ou seja, d; é a soma das demandas do item tipo ¢ nas carteiras de
pedidos. Os padroes de corte podem ser representados como colunas de uma matriz A, em que a;;
significa quantas vezes o item tipo ¢ aparece no padrao de corte j. Usando os parametros descritos
acima em conjunto com as varidveis de decisao, x; para j = 1,2, ...,n, que indicam quantos objetos
serao cortados de acordo com o padrao de corte j, uma representacao matematica deste problema
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é o modelo de programacao linear inteira apresentado a seguir, o qual foi proposto em [5].

n
Minimizar ij
j=1
n
sujeito a Zaijxj >d; i=1,2,...,m
j=1
z; > 0einteiro j=1,2,...,n

No Problema 1, o objetivo é minimizar o niimero de objetos cortados sujeito a um conjunto de
restrigoes de atendimento a demanda dos itens.

Para garantir que as solugoes primais sejam degeneradas e assim a abordagem proposta nesse
trabalho seja melhor testada, consideramos o seguinte problema:

n n
Minimizar p; Zx]’ +p22yj
j=1 j=1

n
sujeito a E a;r; =d; 1=1,2,...,m
j=1

Jijzyj j:l,?,...,n

z; <My; 7=12,...,n

z; > 0einteiro j=1,2,...,n
y; €{0,1} j=1,2,...,n

| 1 seo padrao j for usado;
em que y; = { 0 caso contrério.

Este problema representa a minimizacao do desperdicio e do setup de maquina. Os pesos p; e
p2 sao constantes fornecidas pelo usuario para indicar a importancia que cada objetivo tem para
ele. Se o setup e o desperdicio tem a mesma importancia para o usudrio, ele fixard os pesos
p1 = p2 = 0,5. Caso o usudrio considere o desperdicio mais importante entao ele fixara p; > ps.

Vale ressaltar que o setup e o desperdicio sao objetivos conflitantes, pois se o objetivo é mini-
mizar o desperdicio entao a tendéncia é gerar varios itens em varios padroes de corte e a solucao
Otima podera conter m padroes de corte. Neste caso, o nimero de setups também serda m. Porém,
a0 incorporar o termo que representa o setup, a solugao 6tima tende a ter varidveis basicas no nivel
zero (padrdes ndo usados) e, consequentemente, o nimero de setups tende a ser menor do que m.

Um procedimento heuristico que pode ser usado para resolver problemas dos tipos (1) e (2) é
o método simplex com geracao de colunas descrito brevemente na Secdo 3.

3 Meétodo Simplex com Geracao de Colunas

O método simplex com geragao de colunas trabalha com o problema relaxado (sem as restrigoes
de integralidade das varigveis). Logo, a solucao tima conterda no maximo m varidveis com valores
maiores que zero. Dessa forma, como apenas um numero pequeno do total de possiveis padroes
pertencerd a solucdo final com valores diferentes de zero, Gilmore e Gomory [5] propde trabalhar
com a relaxacdo do problema (1) usando a ideia do método simplex revisado. O método comega
com o problema (1) relaxado formado com apenas m padrdes de corte homogéneos (padroes que
contém apenas um tipo de item em sua composi¢ao) e apds resolvé-lo até a otimalidade, as varidveis
duais Gtimas sdo usadas para obter uma nova coluna (padrao de corte) que, se for lucrativa serd
adicionada ao problema. O processo de geracao de colunas e re-otimizagao do problema ampliado
continua até que nao haja mais colunas lucrativas ou seja identificado que o problema nao tenha
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uma solucao finita. Diferentemente do método simplex revisado, que usa as variaveis duais da base
atual para calcular o custo reduzido das varidveis nao-bésicas, a técnica proposta por Gilmore e
Gomory resolve um problema da mochila para obter o custo reduzido da nova coluna (varidvel).

O grande problema do método simplex com geracao de colunas ocorre quando existem solugoes
degeneradas, pois apesar do problema gerar uma coluna lucrativa, esta pode nao melhorar o valor
da fungao-objetivo, pelo fato de que ao entrar a nova coluna, a varidvel que sai pode ser uma variavel
degenerada e, portanto, o teste da razao da um incremento zero para o valor da funcao-objetivo.
Uma outra maneira de visualizar esta situacao é que quando uma nova coluna é adicionada ao
problema primal, isso equivale a adicionar uma nova restricao no dual. Mas, o dual é alternativo,
logo, a solucao dual associada ao ponto extremo degenerado do primal é um ponto extremo de uma
face alternativa 6tima no dual e a restrigao adicionada ao dual nao corta toda esta face 6tima. Com
isso, ainda existem solugoes alternativas no dual e, consequentemente, o primal fica degenerado.
O primal s6 deixard de ser degenerado quando a nova coluna adicionada gerar uma nova restricao
no dual que corte todos os pontos da face alternativa étima.

Portanto, este é o intuito deste trabalho, visualizar uma maneira de gerar um ponto que quando
adicionado ao problema primal, corte a maior drea possivel da face alternativa 6tima. Para tanto,
usamos como variaveis duais do problema da mochila, nao a solugao dual associada a solugao
primal degenerada, mas sim o centro analitico da face alternativa 6tima. Para isso, basta resolver
o problema primal por um método de pontos interiores do tipo primal-dual [10], o qual usa um
processo de centragem e converge para o centro analitico da face alternativa 6tima no caso do dual
ser alternativo (e o primal associado ser degenerado).

As perguntas que surgem naturalmente sdo: como construir o problema da mochila para o
problema (2) relaxado? A fungdo-objetivo do problema da mochila contém as varidveis duais
referentes a todas as restrigdes do problema (2) relaxado ou apenas as varidveis duais referentes
as restrigoes de demanda dos m itens? O problema da mochila serd construido usando apenas as
variaveis duais referentes as restrigoes de demanda e é possivel mostrar que o custo reduzido gerado
pela mochila é o mesmo custo reduzido obtido ao calculé-lo pela férmula ¢, 41 — ctBE_la"“, onde
B é a matriz bésica obtida apés a insercio de mais duas colunas que se referem as varidveis de
folga das restrigoes 41 > Ynt1 € T+l < Myni1.

4 Experimentos Computacionais

Para os testes computacionais foram geradas 18 classes de problemas com 20 exemplares em
cada, utilizando o gerador CUTGEN1 desenvolvido em [4], considerando os seguintes pardmetros:

e m: numero de tipos de itens em cada exemplar da classe;
e [: comprimento do objeto;

e v;: limitante inferior para o tamanho relativo dos itens com relacao a L. Isto é, [; > v L
parat=1,2,...,m;

e vy: limitante superior para o tamanho relativo dos itens com relacao a L. Isto é, I; < voL
parai=1,2,...,m;

e d: demanda média dos itens que compoe o exemplar.

Cada 5-upla (m, L,v1, v, d) descreve uma classe homogénea de exemplares. A Tabela 1 mostra
os valores usados para criar cada uma das classes.

As classes foram geradas combinando diferentes valores de vy,vy,m e d. Para v; = 0,01 e
ve = 0,2 sao gerados itens pequenos em relagao a L. Para v; = 0,01 e v3 = 0,8 itens com
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Tabela 1: Dados das classes de exemplares geradas.

Classe v Vg m d Classe v Vg m d

0,01 020 10 10 10 0,01 080 20 100
0,0l 020 10 100 11 0,0l 080 40 10
0,0l 020 20 10 12 001 080 40 100
001 0,20 20 100 13 020 080 10 10
0,01 020 40 10 14 020 080 10 100
0,0l 020 40 100 15 020 080 20 10
0,01 080 10 10 16 0,20 080 40 10
0,0l 080 10 100 17 020 0,80 40 10
0,01 080 20 10 18 0,20 0,80 40 100

—_
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tamanhos variados (pequenos, médios e grandes) e para v; = 0,2 e vy = 0,8 itens com tamanhos
grandes em relagao a L.

Com relagao a m, para m = 10 temos um problema pequeno, m = 20 um problema médio e
m = 40 consideramos um problema grande.

J4 se d = 10 temos um problema com itens de demanda baixa e d = 100 temos um problema
com itens de demanda alta.

Foi implementada em linguagem C, a técnica de geragao de colunas com e sem aceleracao. Na
versdo com aceleracdo, para resolver, a cada iteracdo do método o problema (2) relaxado restrito
(composto por um numero limitado de varidveis) foi usado um algoritmo do método de pontos
interiores do tipo primal-dual, o qual que faz parte da biblioteca Callable do Cplex. Além disso, a
funcao objetivo do problema da mochila foi composta pelos multiplicadores de Lagrange advindos
da solugao obtida pelo método de pontos interiores. Para o caso sem acelera¢ao, o problema (2)
relaxado restrito foi resolvido usando um algoritmo primal simplex, que também faz parte da
biblioteca do Cplex e os coeficientes da funcao-objetivo do problema da mochila usados foram as
variaveis duais associadas com a base 6tima.

Nos testes, comparamos o desempenho das duas versoes (com e sem aceleragao) com relagao
ao numero de novas colunas geradas. A Tabela 2 contém: o niimero méximo de colunas geradas
pela versdo que usa o método de pontos interiores (MPI) e pela versdo que usa o método simplex
(MS), isto é, dentro de cada classe é informado qual foi 0 maior ndmero de colunas novas geradas
(Méximo) dentre os 20 exemplares daquela classe; o menor nimero de colunas geradas (Minimo);
o nimero médio de colunas geradas (Média) em cada classe. Na tltima linha da tabela estd a
média geral de cada coluna. Além disso, comparamos também as duas versdes com relacdo ao
tempo total de resolugao dos problemas. A Figura 1 mostra o perfil de desempenho feito a partir
dos resultados obtidos.

Diante dos resultados apresentados na Tabela 2 e na Figura 1, vemos que a estratégia de usar o
MPI se mostrou mais vantajosa, pois gerou menos colunas na média e teve um melhor desempenho
com relacado ao tempo total de resolugdo, resolvendo aproximadamente 72% dos problemas com
menor tempo enquanto que a versdo MS néo chegou a resolver 30% dos problemas com menor
tempo.

5 Conclusoes
Neste trabalho, propomos uma nova abordagem para acelerar a convergéncia do método sim-

plex com geracao de colunas, principalmente para problemas que sao altamente degenerados. Os
experimentos computacionais indicaram que isto é verdade, apesar dos resultados obtidos nao te-
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Tabela 2: Ndimero de colunas geradas usando MPI e Simplex.

Classes Maximo Minimo Média

MPI MS MPI MS MPI MS

1 28 27 14 14 20,55 20,70
2 30 33 10 11 17,80 18,30
3 44 43 26 27 33,50 34,65
4 51 53 23 23 29,70 31,10
5 78 81 54 55 62,20 65,05
6 60 64 38 42 4925 52,10
7 15 16 3 3 890 940
8 15 19 2 2 680 7,60
9 32 41 11 14 2245 26,35
10 39 42 9 9 2315 27,50
11 100 123 33 48 62,00 75,60
12 83 92 33 42 56,70 68,95
13 11 15 1 1 6,15 6,75
14 9 10 1 1 480 4,90
15 23 31 4 4 16,00 20,40
16 26 34 4 4 14,90 18,65
17 54 78 17 24 3485 5585
18 53 85 23 27 37,95 58,05

Média 41,72 4928 17 19,5 28,20 33,44

rem sidos muito enféticos. Isto porque, apesar de termos trabalhado com um formato de modelo
de programagao linear que favoreceria a geracao de solugoes degeneradas, a degenerescéncia do
politopo primal depende dos dados gerados. Na anélise média dos casos, concluimos que o obje-
tivo do trabalho foi alcancado uma vez que a abordagem que usa os métodos de pontos interiores
se sobressaiu ao ter apresentado um melhor desempenho tanto em relagao ao niimero de colunas
geradas quanto em relagao ao tempo total de resolugao.
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