Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics, v. 8, n. 1, 2021.

Trabalho apresentado no XL CNMAC, Evento Virtual - Co-organizado pela Universidade do Mato Grosso do Sul (UFMS).

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics

Técnica de Interpolacao Direta de Elementos de Contorno
aplicada a um Modelo Advectivo-Difusivo com Campo de
Velocidade Variavel Incompressivel

Vitor Pancieri Pinheiro!

PPGEM - Programa de Pés-Graduagao em Engenharia Mecéanica, Universidade Federal de Espirito Santo,
ES, Brasil.

CCTMEC - Coordenadoria do Curso Técnico em Mecanica, Instituto Federal do Espirito Santo -IFES,
Campus Guarapari, ES, Brasil.

Carlos Friedrich Loeffler?

PPGEM - Programa de Pés-Graduacgdo em Engenharia Mecéanica, Universidade Federal de Espirito Santo,
ES, Brasil.

Natan Sian das Neves ?

COPPE/UFRJ - Instituto Alberto Luiz Coimbra de Pés-Graduagio e Pesquisa de Engenharia, Programa
de Engenharia Civil, Universidade Federal do Rio de Janeiro, RJ, Brasil.

Larissa Maciel de Almeida*

CIM -Analista de Dados - Autoglass, Vila Velha, ES

Resumo.

A abordagem de problemas advectivo-difusivos por variantes do método de elementos de contorno
(MEC) focadas em aproximagao por fungoes de bases radiais tal como a formulagao da interpolagao
direta (MECID) e a classica formulacdo de dupla reciprocidade (MECDR) ainda permanecem um
obstaculo relevante ao método. A intensificacdo dos campos hidrodinamicos neste tipo de modelo
gera efeitos de advecgdo dominante e de compressibilidade, que por sua vez, dificultam de sobrema-
neira a performance de qualquer formulagdo discreta. Neste artigo, examina-se de forma isolada a
influéncia da advecgdo na precisao da técnica MECID através de um problema-teste bidimensional
com campo de velocidade varidvel, entretanto com escoamento incompressivel. De forma geral os
resultados obtidos sao precisos e estdveis para o intervalo de Péclet global testado e demonstram
uma maior robustez numérica frente aos efeitos advectivos frente a técnica da dupla reciprocidade.

Palavras-chave. Método de Elementos de Contorno, Técnica de Interpolagao Direta, Técnica da
Dupla Reciprocidade, Modelo Advectivo-Difusivo, Efeitos Advectivos.

1 Introducao

A solugao de modelos advectivo-difusivos constitui tarefa desafiadora para uma ampla gama de
técnicas numéricas disponiveis. Tal fato pode ser em muito explicado pela natureza hibrida deste
tipo de modelo matemdtico, que pode se comportar de maneira parabdlica em situagoes fisica
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dominadas pelos processo de difusao ou de forma hiperbdlica em casos dominados pelos efeitos
convectivos [8,10]. O surgimento de formulagoes mais versateis do método de elementos de contorno
(MEC), baseadas em aproximagoes por bases radiais, tal como a técnica da dupla reciprocidade
(MECDR) [5] e a mais recente técnica da interpolagdo direta [3] (MECID) trouxeram enorme
versatibilidade e robustez de aplicagao ao método, ja que utilizam a solugao fundamental de Laplace
no lugar da solugao fundamental correlata ao modelo especifico. No escopo de problemas advectivo-
difusivos, entretanto, as duas técnicas enfrentam desafios em termos de precisao a medida que os
efeitos advectivos tornam-se dominantes. A dupla reciprocidade mostra-se eficiente apenas em
situagdes de baixo nimero de Péclet [10] em modelos advectivo-difusivos de velocidade constante,
quando aplicada de forma isolada. Em contrapartida, recentemente, Loeffler e Pinheiro [6] testaram
a técnica da interpolagao direta em modelos advectivo-difusivos com campo de velocidade uniforme,
onde a mesma ja mostrou-se precisa e robusta para um intervalo mais amplo de niimeros de Péclet.

Em casos de velocidade variavel, propostas que usam a decomposicao do campo de velocidade
como uma média adicionada de uma flutuacao, respectivamente abordadas pela formulagao cléassica
e pela dupla reciprocidade, apresentam desempenho satisfatorio para Péclet globais de baixos a
altos [1,10]. Entretanto, a aplicagdo isolada da formula¢do da técnica da dupla reciprocidade em
problemas advectivos difusivos é escassa na literatura tanto para campos uniformes de velocidade
quanto para campos variaveis o que cria uma maior demanda por comparar a performance da
mesma frente a outras técnicas baseadas em aproximagoes por bases radiais como a MECID, por
exemplo. Tais comparagdes, no tocante &8 MECID ji vem sendo feitas de forma preliminar [7],
entretanto, um paralelo mais amplo e sistémico compoe claramente uma lacuna na literatura.

Neste artigo realiza-se um comparativo entre as técnica MECDR e MECID em um caso um
problema advectivo-difusivo com velocidade varidvel, entretanto, com escoamento incompressivel.
Tal simplificagdo hidrodindmica ressalta os dois efeitos fisicos desafiadores para as formulagoes
baseadas em bases radiais: efeitos de conveccao dominante e efeitos de compressibilidade. No
caso, a obediéncia a hipdtese de incompressibilidade permite uma andlise exclusiva dos efeitos de
advecgao sobre a precisao das técnicas analisadas.

2 Modelagem Matematica

A descrigao em termos mateméaticos de um problema de campo escalar do tipo advectivo-
difusivo passa, de forma geral, pela representagao de balancos fisicos gerais [9], que neste caso,
resumem-se a conservagao de massa e energia, e dados por (1) e (2).

Do
+0oV.7=0 1
iy 7 (1)
Onde as variaveis de interesse sao o campo de massa especifica o, campo de velocidade do
escoamento ¥, campo de pressao p, campo de temperatura 1', ® o termo de dissipagao viscosa, ¢,
o calor especifico a pressao constante, A o coeficiente de condutividade térmica e 8 contabilizando
o coeficiente de expansao volumétrica.

Qcp%jz: =div(AVT) + BT%ZZ + 0. (2)

As hipéteses simplificadoras implicitas que nos permitem escrever as leis conservativas nas
formas acima incluem a modelagem de um fluido como continuo, simetria dos tensor das tensoes do
fluido, isotropia e reologia newtoniana do fluido, validade da hipdtese de Stokes, nao consideragao
de fontes e sumidouros no balango de energia e também adogao da lei de Fourier como modelo
representativo da taxa de calor por mecanismo condutivo.
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Para a simplificagdo do balan¢o de massa geral, dado por (1), adota-se ainda a hipétese de
incompressibilidade do fluido, que pode ser definido conceitualmente com a nulidade da derivada
total do campo de massa especifica do escoamento, algebricamente representada por (3). Em
adicao a este conceito, se a massa especifica puder ser considerada constante em todo o dominio
computacional, a consequéncia algébrica direta desta hipdtese é a nulidade do divergente do campo
de velocidade também mostrada em (3).

Do

Dt

Para adequar agora a escrita da equagdo de balanco energético, equago (2), aplica-se as seguin-

tes hipoteses simplificadoras: abordagem bidimensional, propriedades termodinamicas constantes,
dissipagao viscosa desprezivel e regime permanente. O que resulta em:

0 .~ V.i=0. (3)
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A estrutura matemédtica em (4) é conhecida como modelo de adveccao-difusao, sendo capaz
de representar problemas de natureza térmica, dispersao de poluentes dentre outros fenémenos de
interesses em engenharia. Esta é a equacao de governo a ser solucionada numericamente neste
artigo.

3 Técnica da Interpolagao Direta

No intuito de melhor representar a formulacao integral e conceito central da técnica de inter-
polacéo direta, opta-se por trabalhar em notacdo indicial, devido a sua sinteticidade e elegancia. A
equagcao de governo é representada nesta notagao a seguir, em (5), onde o campo escalar de tempe-
ratura em (4), foi substituido por um campo fisico escalar genérico denotado por u e a difusividade
térmica dominio representada por a.

QU = ViU 4, o= —. (5)

O tratamento matemadtico integral da equacao de governo (5), portanto, pode ser agora di-
vidido em duas grandes partes: o lado difusivo (LD), lado esquerdo da equagao e o lado direito
que contabiliza os efeitos advectivos (LA). O lado difusivo, possui formulagao integral inversa e
seu tratamento integral é vastamente difundido, conforme pode ser apreciado na literatura [2] e
representado algebricamente abaixo:

LD= c()u(€)+ /

w(X)g" (€, X)dT — / ¢(X)u* (€, X)dT. (6)
T

r

O lado advectivo possui um tratamento ligeiramente mais extenso, e maiores detalhamentos
podem ser encontrados nas referéncias [6] e [7]. Todavia, com uso recorrente de integragdo por
partes e também do teorema de divergéncia, para representar algumas integrais de dominio em
termos do contorno, pode-se, depois de certa algebra, alcancar a seguinte formulacao integral final
do lado advectivo (LA).
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LA- / (X or (X )u(X ) (€ X)dT — u(€) / 15X )0 () u(X )™ (& X )dT

+ / 0 (X (6 X) [u(X) — u(€)] €2 — / 01 (O (6 X) [u(X) - u(€)] de. (7)

O formato integral final do lado advectivo, em (7), representa um tratamento amplo para
problemas de velocidade varidavel via técnica de interpolacao direta e alguns detalhes relevantes
podem serem observados. Primeiramente, na estrutura geral, percebe-se que as duas primeiras
integrais ja forma conduzidas a uma escrita de contorno, enquanto as duas ultimas integrais de
dominio sao justamente os alvos das aproximagao por bases radiais a porvir. Ainda nas integrais
de dominio, observa-se a diferenca entre o potencial do ponto campo X e do ponto fonte ¢ no
nicleo das integrais, o que indica que o procedimento de regularizacao, implicito a técnica de
interpolacao direta j4 foi utilizado e cujos detalhes algébricos encontram-se em [3]. Por fim, mas néo
menos importante, observa-se que a primeira integral de dominio é escrita com nicleo dependente
do campo de velocidade do problema, enquanto a segunda depende do divergente deste mesmo
campo. Pode-se dizer que os efeitos advectivos estao contabilizados pela primeira, enquanto efeitos
de compressibilidade estao implicitos na valoracao na segunda. No problema abordado neste artigo,
a ultima integral é nula, e temos portanto, uma analise exclusiva dos efeitos da advecgao.

A técnica de interpolagdo direta, por sua vez, tem como proposta central aproximar toda
a completude dos nicleos das integrais de dominio remanescentes em (7), em contraste com a
técnica MECDR, que aproxima apenas parcialmente o ntcleo citado. Ao aplicar a técnica na
primeira integral de dominio em (7), inerente aos efeitos advectivos, tem-se em (8):

vi(X)uf (€ X)u(X) = u(€)] = o Fy (X;, X) . (8)

A selecao de fungoes de bases radiais, em termos de precisdo, para problemas relevantes de
campo escalar é um topico de pesquisa ativo e um maior volume de informagoes sobre fungoes de
bases radiais de amplo uso e sua interacdo com a técnica MECID, podem ser encontradas em [4].

4 Experimento Numérico

Nesta se¢do um problema de modelo é testado para inferir a performance da técnica MECID.
Entretanto, antes de ressaltar mais detalhes, é preciso estabelecer certas diretrizes de metodologia.
O dominio é caracterizado por uma geometria quadrada e a malha computacional é formada por
elementos de contorno com interpolacao linear e pélos internos no dominio, conforme sintetizado
abaixo na Figura 1.

Observa-se na Figura 1 problema teste que consiste de uma dominio computacional quadrado
exposto a condigoes de contorno de Dirichlet e a um campo de velocidade que aumenta linearmente
ao longo das arestas. Como a mesma condi¢ao funcional é imposta como condi¢ao nas quatro
arestas a solucao analitica do problema é automatica. Este problema possui uma simetria diagonal,
e os resultados sao considerados como uma média entre os nds das arestas inferior e direita.

Quanto a malha computacional, pode-se distinguir, também na Figura 1, entre nés de contorno
que formam os elementos lineares, nés duplos, nés que compoem a primeira fileira de pontos inter-
nos, também pontos internos a partir da primeira fileira, de acordo com a legenda. As interpolagoes
da aproximagido do MECID, dada por (8), sdo feita utilizando funcao de base radial de placa fina.
A varidvel «, definida também no esquema da Figura 1, representa a proporgao de aproximagao
da primeira fileira de internos em relagao ao contorno, tendo valor unitario para o caso de malha
estruturada e diminuindo com a aproximacao da fileira ao contorno do dominio.
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Figura 1: (a) Dominio Computacional e (b) Malha Numérica

A geragado de resultados do caso em andlise inicia pela exposi¢do dos testes de convergéncia
em relagao aos dois principais parametros de refinamento de malha: quantidade de elementos de
contorno e quantidade e polos internos interpolantes. Na sequéncia uma investigagao do parametro
a é performada para inferir sobre a sensibilidade da formulagdo MECID ao posicionamento da
primeira fileira de internos, e ademais, se hd um posicionamento mais favoravel, no caso em analise.
Por fim, a andlise principal consiste em incrementar a intensidade do campo de velocidade e
consequentemente o nimero de Péclet, e mensurar a precisao da técnica MECID comparativamente
a MECDR, em dois niveis de refinamento de malha.

A convergéncia da técnica é analisada nos dois graficos que seguem da Figura 2a e 2b, em
relagao a quantidade de elementos na discretizacao do contorno e polos internos, respectivamente.
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Figura 2: Convergéncia de Malha: (a) Elementos de Contorno (b) Polos Internos

Quanto ao refinamento do contorno, observa-se na Figura 2a um comportamento nao mo-
notonico em ambas as formulagbes numeéricas testadas, o que provavelmente deve-se ao campo de
velocidade varidvel do problema teste. Ja em relacao aos polos internos, na Figura 2b, hd um ali-
nhamento com comportamento jé esperado, onde a MECID mostra-se mais sensivel ao refinamento
deste parametro e a MECDR, praticamente invariante, em termos de nivel de erro médio.

O posicionamento da primeira fileira de pontos internos é testada e os resultados expostos na
Figura 3a e 3b, para a MECID e para a MECDR, respectivamente. A técnica MECID mostra-se
bastante sensivel ao parametro a para os trés niveis de malhas testados. J4 a técnica da dupla
reciprocidade mostrou-se praticamente nao afetada por este parametro, como ja era esperado.
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Figura 3: Posigdo da Primeira Fileira (a) MECID (b) MECDR

Na sequéncia, executa-se uma anélise paramétrica em funcao de m e compara-se a performance
do MECID em paralelo ao MECDR frente a um aumento gradual dos efeitos advectivos. Os
resultados das anélises sdo mostrados abaixo na Figura 4, no griafico (a) para uma malha de
refinamento mediano e uma malha mais refinada no gréfico (b).
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Figura 4: Efeitos Advectivos - Parametro m : (a) Malha Intermedidria (b) Malha Refinada

Na malha intermediaria da Figura 4a é possivel perceber que os erros médios apresentados pelas
duas técnicas s@o muito parelhos até m = 3. Para valores subsequentes de m a técnica MECDR
perde muita precisao gerando erros na caso de 10% para o 1ltimo valor testado do parametro. J4 a
técnica MECID mantém precisao satisfatdria com erros inferiores a 2% em todo intervalor testado.
Por fim, para a malha mais refinada, Figura 4b, os os comportamentos gerais se mantém, com
erros significantes para a MECDR com parametro m maior que 3 e precisao satisfatoria da técnica
MECID para todo o intervalo testado do parametro, com sensivel melhora nos niveis de erro com
o refinamento de malha, com erros médios abaixo de 1% em todas as simulagoes performadas.
Ainda no tocante a técnica MECDR, o aumento de nivel de erros médios para valores fixados do
parémtro m, com o refinamento de malha, revela problemas de mau condicionamento matricial,

que nao se apresentam nos resultados do MECID.
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5 Conclusao

Os testes performados constataram de forma reinterada uma maior sensibilidade da técnica de
interpolacao direta em relacao a quantidade de polos internos e seu posicionamento contra uma
sensibilidade timida da dupla reciprocidade em relacao a tais parametros. Este fato corrobora para
a robustez da técnica MECID, que possui elementos de contorno e polos internos como parametros
efetivos de refinamento de malha. O comparativo das duas técnicas no contexto de incremento
gradual dos efeitos advectivos aponta para uma maior resiliéncia de precisao por parte da inter-
polacédo direta, no caso testado. A dupla reciprocidade, mesmo para baixos nimeros de Péclet ja
mostra-se incapaz de representar o fenémeno fisico posto. Desta maneira testes mais sistémicos
que envolvam comparacoes entre estas duas técnicas focadas em bases radiais, em problemas de
velocidade varidavel sao necessarias, uma vez que, a presenca de efeitos de compressibilidade para
além dos efeitos advectivos pode alterar sensivelmente a performance relativa entre as formulagoes.
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