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Resumo. O célculo fracionério tem sido bastante utilizado na modelagem de problemas reais. Ele
apresenta, como sua principal vantagem, o efeito de memoéria na dindmica do sistema. O objetivo
deste trabalho é, através de uma abordagem estatistica, atestar tal efeito de memoéria neste calculo.
Mais especificamente, o efeito de histerese. Além disso, analisamos a contribuicdo dos valores
histéricos de uma fungéo na aplicagdo dos operadores fracionarios. Por fim, para ilustrar a eficiéncia
dessa ferramenta na modelagem matematica, realizamos uma aplicagao a fim de comparé-la com o
célculo cléssico.
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1 Introducao

O célculo fraciondrio originou-se em 1695 como a generalizagdo do calculo de ordem inteira.
Dessa forma, é possivel definir integrais e derivadas com ordens arbitrarias. Desde o seu surgi-
mento, muitas contribuigoes foram dadas. Entre alguns nomes podemos destacar: Euler, Lagrange,
Laplace, Fourier, Abel e Liouville.

Diversas definigoes foram propostas para a integral fracionaria, sendo a integral fracionéria de
Liouville, Weyl e Riemann-Liouville algumas delas. O mesmo ocorre para a derivada fraciondria,
a qual também possui diversas defini¢oes, como, por exemplo, as derivadas de Riemann-Liouville,
Caputo, Liouville, Weyl, Riesz, Griinwald-Letnikov, Marchaud e Hifler [2]. Com excecdo da de-
rivada fracionaria de Caputo, a maioria das defini¢oes de derivada fraciondria nao satisfazem a
propriedade na qual a derivada de uma constante é nula. Outras definicoes que s@o mais comu-
mente utilizadas na atualidade sao a de Riemann-Liouville e a de Griinwald-Letnikov, sendo esta
ultima mais apropriada para aplicagbes numéricas [2].
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O trabalho esta dividido da seguinte forma. Na Se¢ao 2 apresentamos algumas defini¢oes ne-
cessarias para o desenvolvimento do trabalho. Na Secao 3 apresentamos os principais resultados
do trabalho, onde mostramos o efeito de histerese no calculo fracionario através de ferramentas
estatisticas e analisamos a contribuicao dos valores histéricos da funcao para o célculo dos operado-
res fraciondrios. Na Secao 4, encerramos com uma aplicagao numérica na qual é possivel perceber
como o célculo fracionario contribui na descrigao de fenémenos reais.

2 Preliminares

Nesta secao vamos apresentar alguns dos principais resultados do calculo fracionario necessarios
para a compreensao do trabalho.

Definigao 2.1 (Integral de Riemann-Liouville [10]). Seja o € RT,b >0 e f € LP([0,b] : R™), com
1 <p < oo. A Integral fraciondria de Riemann-Liouville, para t € [0,b], de ordem «, € dada por

T = g | =9 s 1)

Neste trabalho denotaremos por AC™[0,b] o conjunto de fungées com a derivada de ordem n—1

sendo absolutamente continua em [0, b], como em [3].

Definigao 2.2 (Derivada Fraciondria de Riemann-Liouville [10]). Seja o € RT,b > 0, f €
AC™[0,b] e n = [a]. Definimos a derivada fraciondria de Riemann-Liouville de ordem o por

o) =010 = () (o | €7 stssds) 2)

Definigao 2.3 (Derivada Fraciondria de Caputo [6] [10]). Seja a € RT,b > 0 e f € AC™[0,b].
Definimos a derivada fraciondria de Caputo, para t € [0,b], de ordem «, por

cDFf(t) = DP(f(t) — f(0)). (3)
Ademais, para a € (0,1), é possivel mostrar que [6]
DY f(t) = T f' (1) (4)

Definigao 2.4 (Fungio Beta [6]). A funcao beta é definida pela integral
1
B(a, ) = / 271 — 2)?~Ydx, sendo a, B > 0. (5)
0

Definigao 2.5 (Distribuigao Beta [7]). Dizemos que uma varidvel aleatdria X segue a distribuicdo
beta se ela possui fungao densidade de probabilidade dada por:

Fx(@) = Fx(ws o, B) = ——

B(a’ﬁ)ifa_l(]. _‘r)ﬁ_ll(o,l)(‘r)v (6)

sendo o, B >0 e I a funcao indicadora.

Definigao 2.6. [7] Seja X uma varidvel aleatdria continua com fun¢ao densidade de probabilidade
fx(z). Entdo, a esperanca ou valor esperado de X é dado por

BIX] = /_ " e (2)da. (7)

Proposicao 2.1. [7] Seja g : R — R e X wuma varidvel aleatdria continua com fung¢ao densidade
de probabilidade fx(z). A esperanca ou valor esperado de g(X) é dado por

Blg(X)] = / o(2) fx (x)de. (s)

—00
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3 Abordagem Estatistica para Operadores Fracionarios

Nesta se¢ao mostramos o efeito de meméria (ou, mais especificamente, efeito de histerese) no
célculo fracionario via teoria estatistica, que até onde sabemos, foi feito pela primeira vez pelos
autores em [1]. Isto serd feito através da integral e das derivadas fraciondrias de uma funcao f.

Proposigao 3.1. Seja a € RT e f € AC|0,b]. Sobre essas condigoes, vale

ta

Jof(t) = mE[f(tU)k 9)
—« l—«

DOF() = ﬁE[f(tW)] n ﬁE[f’(tV)], se 0<a<l; (10)

cD () Féifa)E (W), se 0<a<1, (11)

onde U,V e W sdo varidveis aleatorias com distribuicoes U ~ B(l,a),V ~ B(2,1 —«) e
W ~ B(1,1 — a).

Demonstragao. Pode ser encontrada em [1]. O

Observacao 3.1. Note que, pela defini¢io 2.3, trocando f(t) por f(t)— f(0) ou, equivalentemente,
FEW) por f(EW) — f(0) em (10), para 0 < a < 1, podemos reescrever a derivada de Caputo como
seque:

o tl—a

mE[f(tW) - O]+ mE [f/(tV)]. (12)

cDF f(t) =

Podemos ver que (12) coincide com (11). Isso seque da demonstra¢ao da Proposicio 3.1 e das
definicoes 2.3 e 2.4.

Observagao 3.2. Note que, para 0 < a < 1,¢D®f(ty,) = 0 ndo implica que t, é um ponto de
mdzimo (ou minimo) de f. De fato, suponha que f tem apenas um mdzimo local em t*. Neste
caso, temos f'(s) > 0 para todo s < t*. Isso implica que E[f'(tW)] > 0 para todo t < t*. Portanto,
por (11), se ¢D® f(ta) = 0 entdo t, > t*. Isto €, cD“f(t,) =0, mas t, ndo € o ponto de mdrimo
de f.

A seguir providenciamos alguns exemplos de derivadas fraciondrias de Riemann-Liouville e Ca-
puto utilizando as férmulas (10) e (11).

Ezemplo 1: Se f(t) = k, onde k é constante, temos E[f(tW)] = E[k] = k e
E[f'(tV)] = E[f'(tW)] = E[0] = 0. Portanto, de (10) temos D{f(t) = %,
temos c¢Dg f(t) = 0.

Ezemplo 2: Se f(t) =7, com v € (—1,00), note que

ElfW)] = (1-a)B(y+1L1-a) e E[f(tV)] = %Bm +11-q). (13)
Além disso,
B (W) = 5y B =) (14)
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Com isso,
P(v+1)
F(l4+~y—a)

Demonstrac¢do. Para mais detalhes, ver [1]. O

Dy f(t) = cDif(t) = 777 (15)

Os resultados acima de fato coincidem com os apresentados na literatura, mostrando que as
equagoes (10) e (11) podem ser usadas ao invés da abordagem tradicional do célculo fraciondrio.

3.1 O fendémeno de histerese

Quando o estado atual de um sistema é influenciado pela dindmica de seu passado histérico,
diz-se que tal sistema apresenta o fené6meno da histerese. Em geral, a histerese é um tipo de
janela de memodria nao limitada (ou seja, limitada desde a origem). Portanto, pode ser formulada
matematicamente com um nicleo de convolugao desde a origem. Este é um ntcleo tipico usado
para definir operadores fracionarios integrais e diferenciais, como a derivada de Caputo. A partir
das férmulas (1) - (4) é possivel observar que o nicleo envolvido revela que a memdria de tempos
mais recentes tem mais influéncia do que a memoéria de tempos anteriores. Isso estd de acordo com
os sistemas epidemioldgicos evolutivos [8]. Nosso estudo vai além. Ele revela que os operadores
fraciondrios podem ser interpretados a partir da abordagem estatistica, por meio da esperanca
matematica, onde a histéria passada do sistema segue uma distribuicao beta. Como o parametro
a estd entre 0 e 1, os tempos recentes tém mais influéncia do que os tempos anteriores, nesta
distribuigao.

O efeito de histerese interpretado por operadores fracionédrios é mostrado em férmulas (9) -
(11). Mais especificamente, a taxa de variagdo na derivada de Caputo é explicitamente dada pela
média ponderada de todas as derivadas passadas, como podemos ver na férmula (9). Os outros
operadores tém explicacoes semelhantes.

Desde que U tem distribuicao B(1,«), as varidveis aleatérias assumem valores no intervalo
(0,t). Portanto, por (9), J¥f(t) coincide com F(Zill)E[f(S)}, 0 < s < t. Claramente, J2 f(t) é
afetado por todos os valores anteriores a ¢ devido ao valor esperado E[f(S)] também ser afetado.
Desde que E[f(S)] aparece em (10) e (12), segue que, pela mesma justificativa, Dy f(t) e cDy f(¢)
também apresentam efeito de memoria.

As férmulas (9)-(11) revelam interpretagoes interessantes:

1) A integral fraciondria J f(t) é proporcional & media ponderada de f(s), considerando todos
os valores s anteriores a t, distribuidos de acordo com a distribuicao beta;

2) D¢ f(t) é a soma de dois valores proporcionais as médias ponderadas das fungoes f(s) e f'(s),
considerando todos os valores s anteriores a t, distribuidos de acordo com a distribuicao beta;

3) ¢Dg f(t) é proporcional & média ponderada da derivada cldssica f’(s), considerando todos os
valores anteriores s menores que ¢, distribuido de acordo com uma distribui¢ao beta;

4) Se a =1, entdo U ~ B(1,1), isto é, U tem distribui¢ao uniforme, logo J2 f(t) = tE[f(tU)] =

Ji Fls)ds. Portanto, DEf(r) = ISR = Sr) = f0) e eDPIF) — F0)) =
%Jto [f&)—f(0)] = %[f(t) — f(0)] = f'(t). Consequentemente, o cdlculo fraciondrio coincide

com o classico, quando o = 1.

Os itens 1), 2) and 3) indicam que os valores da integral fraciondria, bem como das derivadas
fraciondrias em t, sdo afetados pelos valores histéricos de f (a cada momento antes de t). Assim, o
célculo fracionario parece ser uma ferramenta matematica mais adequada para modelar fenémenos
com histerese do que o célculo cldssico (ou seja, para o caso em que o = 1).
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3.2 Influéncia da distribuicao Beta nos operadores de ordem «

Uma vez que cada valor histérico (antes de t) atua de forma diferente para operadores fra-
ciondrios, de acordo com as distribuigdes B(1,«), B(1,1 — «) e B(2,1 — «), investigamos quais
contribuem mais para esses operadores em relagao a ordem « € (0,1).

’

De acordo com a férmula (9), o valor de Jf(t) é afetado de acordo com a densidade
(1 _ u)ocfl
fU (’LL) - B(l,a)
res recentes (isto é, préximos de t < u ~ 1) contribuem mais para o célculo da integral fraciondria
JXf(t) em relagdo aqueles remotos (isto é, préximos de 0 < u ~ 0). Por outro lado, para ae > 1 o
oposto ocorre.

Das férmulas (10) e (11), pode-se notar que os operadores derivadas de Riemann-Liouville e
Caputo tém influéncias semelhantes de valores anteriores de f para a integral, quando 0 < o < 1.
Em particular, valores proximos de ¢ contribuem mais para as derivadas fracionarias do que valores
remotos (aqueles avaliados em tempos préximos de 0). Isso se deve ao fato de que as distribuigoes

. (= w)™® Cv(l—v)
de densidade fy (w) = Bli-a) e fv(v) = B@i-a)

Para o operador integral, quanto maior o valor de « € (0, 1) mais semelhantes sdo os pesos dos
valores inicial e final, ou seja, mais préximo da distribuicao uniforme fica a variavel aleatéria U.
Para os operadores derivadas ocorre o oposto. Isso é ilustrado na Figura 1. Observe que a fungao
de densidade fy(-), para o parametro «, é igual & funcdo de densidade fy (-) para o parametro
1 — a. A fungdo densidade fy () segue o mesmo padrdo que fy (-), porém com aumento mais
acentuado.

, que cresce se 0 < a < 1 e decresce se « > 1. Para 0 < o < 1, os valo-

sao crescentes para 0 < a < 1.

Em relacao a integral fraciondaria, notamos que quanto maior o valor de o, maior € a contribuicao
dos valores remotos (v ~ 0). Em contraste, quanto maior «, menor é a contribuicao dos valores
avaliados perto de t (i.e., u ~ 1). Ja para os operadores derivadas fraciondrias de Riemann-Liouville
e Caputo, obtemos um comportamento oposto.

A seguir, buscamos mostrar uma vantagem do efeito da histerese na modelagem matemaética.

4 Aplicagao Numérica

Em [6] é feita uma comparagao entre a derivada cléssica e a derivada fraciondria. Um modelo
epidemiolégico para a propagacao de memes é estudado e a comparagao entre o modelo sem
memoria (cldssico) e o modelo com memoria (fraciondrio) é feita através da anédlise de dados
obtidos do aplicativo “Google Trends”. Utilizando a mesma metodologia, porém optimizando
apenas a ordem da derivada, analisamos o meme “Minha mae é uma peca - 27, que se trata de um
filme brasileiro.

Os valores para os parametros do modelo foram obtidos através de um chute inicial, de forma
a aproximar a solugao do modelo clédssico e os dados reais. Entao, considerando esses valores de
parametros fixos, o valor da ordem da derivada optimizada foi @ = 0,8849. Assim, através do
modelo fracionario obtivemos uma solugao que apresenta erro menor em relagao aos dados reais
do que a solugao do modelo classico. Para medir o erro, consideramos a féormula de quadrados
minimos.

Na figura 2 é possivel observar o comportamento da fungao de infectados (solugao) de ambos
os modelos em relagao aos dados obtidos.

O efeito de memoria é maior quanto menor o valor de « e ele faz com que a curva da solugao
apresente um decaimento (ou crescimento, se fosse o caso) mais lento. Neste exemplo, podemos
ver entao como o efeito de meméria contribui para uma melhor descricao do fenémeno.
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Figura 1: Fungoes densidade fy, fw e fv, para os parametros a = 0.2,a = 0.5 e a = 0.8.
a) mostra a distribuigdo de pesos histéricos para integral fraciondria; b) ilustra a distribuicao
dos pesos histéricos das derivadas de Caputo e Riemann-Liouville; ¢) mostra a distribuigdo que,
combinada com fy, define os pesos histéricos da derivada de Riemann-Liouville.

+++ Dados reais sobre o meme "Minha méae é uma pega 2"
--- Fungdo obtida pelo modelo com meméria

— Fungéo obtida pelo modelo classico

Figura 2: Comparagao entre os modelos sem e com memdria na descrigao da propagagao de um meme.

5 Conclusoes

A principal vantagem do célculo fracionario em relacdo ao cédlculo tradicional é o efeito de
memoéria que ele proporciona, contribuindo para uma melhor modelagem matemética. Neste tra-
balho, buscamos ressaltar esse aspecto do cédlculo fraciondrio através de uma nova abordagem,
exibindo o efeito de memdria através da esperanca estatistica. Mais ainda, foi possivel exibir o
efeito de histerese, que é mais especifico: envolve todo o passado, desde a origem.

Essa nova abordagem permite diferentes interpretagoes considerando-se a média da funcao
analisada, podendo ajudar a observar melhor esse processo. Com ela também comprovamos a
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perda do efeito de memoéria quando o = 1 em (9) — (11), ou seja, quando retornamos ao caso
classico. Além disso, mostramos que a contribuicdo dos valores da funcdo para os operadores
fraciondrios é maior ou menor de acordo com a ordem do operador. Em particular, os valores
finais da funcao tém maior em influéncia sobre os valores das derivadas fracionarias de Riemann-
Liouville e Caputo para 0 < o < 1.

Ademais, comparamos a abordagem classica e a fraciondria em um modelo de propagagao de
memes, mostrando que através do cédlculo fracionario podemos representar com maior precisao
determinados fenémenos reais.
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