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Resumo. Este trabalho apresenta a generalizagdo da modelagem fracionédria segundo Caputo
quando inserido o parametro de corregao dimensional (7) no modelo. Nota-se que alguns trabalhos
ja utilizam da nova modelagem fraciondria em que o valor deste parametro esteja implicito. E
possivel assim, descrever, utilizando diferentes modelagens, curvas de solugbes que estejam em
maior conformidade ao dados reais.
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1 Introducao

Na literatura, ha varias definigbes para as derivadas fracionarias, como por exemplo, as re-
presentacoes de Riemann-Liouville, Riesz, Weyl, Griinwald-Letnikov, Caputo, dentre outras [6].
Uma analise minuciosa dos sistemas dinamicos fracionarios é necessaria para alcancar uma de-
finicao apropriada da derivada fracionédria. Por exemplo, a definicao de Riemann-Liouville envolve
condigoes iniciais fisicamente inaceitdveis (condigoes iniciais de ordem fraciondria) [2]; ao contrario
da representagao de Caputo, as condicoes iniciais sao expressas em termos de derivadas de ordem
inteira com significado fisico [3]. Esta definigdo é usada, principalmente, para incluir efeitos de
memodria [6]. Diante de tantos cuidados referentes a utilizagdo do cdlculo fraciondrio, neste trabalho
sera realizado a modelagem fracionaria em modelos cujas solucoes foram exibidas sem considerar
a correta dimensao da equacao quando ha a troca da ordem da derivada inteira pela nao inteira,
baseado em [7].

2 Generalizacao da Modelagem Fracionaria

A modelagem fracionaria realizada em diversos trabalhos consiste em substituir a ordem da
derivada inteira pela derivada fracionaria, sem considerar a questao dimensional dos modelos, como
por exemplo, os trabalhos de [1,4,9,11,15,18]. Apesar da imprecisdo dimensional, os trabalhos
mencionados sao vélidos e trazem significativas contribui¢oes. No entanto, pode-se notar que o

d d?
operador diferencial, T tem dimensdo?® ¢! e quando realizada a modelagem fracionaria T — PTE
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3¢ simboliza o tempo referente a unidade de medida utilizada em modelos, podendo ser segundos, dias, horas,
dentre outros.
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ds
sua dimensao passa a ser [W =t7#, 0 que pode tornar imprecisa a descricio do modelo, caso
as constantes envolvidas ja tenham sua unidade de medida fixa.
Assim, [5] propdem um procedimento alternativo simples para a construgdo da equagao dife-

rencial fraciondria, introduzindo um novo parametro 7 com 0 < g < 1 da seguinte maneira,

d 1 d°
TR T o

Desta forma, a equagao (1) é dimensionalmente consistente, se e somente se, o novo parametro
dP

ﬂW} passa a ser uma derivada no tempo no
J

7, tem dimensao de tempo [r] = t. Assim, [

sentido usual, cuja dimensao é ¢~ 1.

2.0.1 Modelos Malthusiano
A forma mais simples de representar o processo de dinamica populacional é pelo modelo pro-
posto por Thomas Robert Malthus [16],

— = =rN(), (2)

com r > 0.
A solucao do modelo (2), é obtida via separagao de varidveis, dada por

N(t) = €™ N(0). (3)

A partir do modelo de crescimento tumoral de Malthus na equacao (2), iremos utilizar a derivada
fraciondria segundo Caputo nesta equagdo, sendo 0 < 8 < 1 a ordem da derivada (consequente-
mente n = 1) e 7 o pardmetro de corregao referente a dimensao da equagdo. Assim,

&
T L eDIN )] = eV () (@)

Sendo F(s) a transformada de Laplace de N(t), temos

L\ == [cD°N@)]| = L[N
5 [PF() - PN = rE(s)
Pt
F(S) = N(O) B _ prl-B

Utilizando a transformada de Laplace inversa, temos

g1

N(t) = f_l N(O)m

= N(0)Eg(rr'=PtP).
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Note que a solugao analitica do modelo de Malthus (2) depende de dois pardmetros, 8 e 7.
Assim [5,6], propoem a seguinte substitui¢ao 7 = g, com o intuito da solucao analitica do modelo
apresentar apenas um parametro, a ordem da derivada fracionéria (8). Como 0 < 8 < 1, temos
que 0 <7< 1 Dal,

' N(t) = N(©0) 238 (r1)").

Assim, uma solucao fraciondria alternativa, com dimensao corrigida do modelo de Malthus (4)
dependendo apenas do valor da derivada (3 é

N(t) = N(0)Eg(8' =P (rt)"). (5)
Quando 3 = 1, recuperamos a solugao de ordem inteira do modelo, ou seja,
N(t) = N(0)Es(8' 7 (rt)?) = N(0)e"".

Note pela Figura 1, quanto menor a ordem de derivada, menor serd o crescimento e que nas
proximidades do instante inicial, todas as curvas de f < 1 tem crescimento mais elevado.
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Figura 1: Solugao da equacao fraciondria de Malthus (5) para 0 <t < 2 e 0 <t < 15, respectiva-
mente.

Podemos escrever a equacao de Malthus (4) de tal maneira que o pardmetro de correcao di-
mensional esteja incluido implicitamente nas constantes do modelo, ou seja,

s [eDN(] = N() & cDPN() = 5 IrON (), (6)
Vejamos,
Z[eD°N@)] = £ PN

$PE(s) —sP7IN(0) = pYPrPE(s)
sP~1IN(0)

-1

2 = NOL |
N(t) = NOEsB" (rt)").
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2.0.2 A Escolha do Parametro “7”

Na secao anterior na modelagem fracionéaria de Caputo, foi sugerido um valor de 7, em funcao
de [, a partir do momento em que encontramos a solugao da equacao via transformada de Laplace.
Note que em alguns casos, o desafio passa ser em encontrar o valor do parametro 7. No entanto,
esse novo parametro na modelagem fraciondria nos abre novos horizontes sobre diferentes mode-
lagens sem erros de dimensao se tratando do mesmo modelo. Por exemplo, referente ao modelo
malthusiano (4),

e [¢DPN(t)] =rN(2), (7)
1 . . e

quando tomado 0 < 7 < — podemos reescrever o modelo da seguinte maneira, como ja foi visto:
r

cDPN(t) = B PrPN(1).

Note que a nova modelagem vai depender apenas do parametro 8 uma vez que tomamos 8 = rr.
Agora, seja 7 = — (como a dimensdo de [r] = t, assume-se que 7 = —, uma vez que [r] tem
r r

dimensao ¢~!) no modelo (7), podemos reescrever esta equacao da seguinte maneira,

5 DN = NG
cDPN(t) = 717PrN()
1-5
cDPN(t) = <%) rN(t)
cDPN(t) = rPN(t).

A Tabela 1 contém os modelos de Malthus (M), oscilador harménico (OH), logistico (L), Gom-
pertz (G) e o modelo de von Bertalanffy (V) juntamente com algumas sugestoes para o valor de T
em cada equagao e sua respectiva modelagem para o valor do paradmetro escolhido (7). Encontra-se
também alguns trabalhos em que o valor do parametro foi utilizado, mesmo que implicitamente?.

Nota-se que, na nova modelagem fraciondria apesar de surgir mais um parametro no modelo
(1), podemos descrever diversas solugoes e aproximar essas curvas ao dados reais, como serd visto
a seguir. Para modelos mais complexos se faz necessério a utilizacao de métodos computacionais
para encontrar a solugdo fraciondria, como por exemplo, o método de Griinwald-Letnikov [14]
utilizado neste trabalho.

2.0.3 Aplicagao - Modelo referente ao HPV 16

O modelo matematico (8) é referente a infec¢ao por papilomavirus humano (HPV 16) admi-
nistrados em camundongos [10]. Utilizaremos trés tipos de modelagem fracionaria de Caputo e
exibiremos a melhor aproximacao aos dados reais.

ar(t) 1 [ 1n(6,/Ty) 0,
o " ang/zTOo)} T(6)n (T(t)) ’ ®)

sendo T'(t) o volume do tumor (mm?®) no tempo t, 6, o tamanho maximo tumoral (mm?), u, o
tempo de duplicacao do tumor (dias) e Ty o tamanho inicial do tumor.

4Modelagem utilizada sem citar o valor do parametro 7.
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Tabela 1: Modelagem para diferentes valores de 7.

Modelo Equacio G Modelagem Referéncia
M 7'11713 [CDBN(t)] — N (D) = % oDPN(t) = rBN (1) [8,19]
OH ,2176 [cDﬁz(t)} = —w?a(t) T= g D) = —p2(1=Fw2Ba) (5]
oH T2—17br [CDﬁm(r,)} = —w2az(t) r= 5 cDPa(t) = —wPa(t) [13]

L ,—1175 [CDBN(r,)} = rN(t)[1 — N(t)] = % cDPN() = BN — N(1)] [12]
G 711713 [CDBN(t)] :rN(t)ln(NIEt)) = ; CDBN(t):rBN(t)ln(NIEt))
v Tl—lﬁjr [ DBV(t)] = aV(t)% — bV (t) = ? - [17]

Modelagem Fraciondaria 1 (MF1)

Nesta modelagem, 7 e 8 surgem como dois novos parametros do modelo:

1 d°T@) 1. [ In(0,/T) 0y
S = [m} T(t)ln(T(t)). (9)

Modelagem Fracionéria 2 (MF2)

1 1 In(0,/T;
Assumiremos que 7 = —, sendo r = — In [M]. Assim, a MF2 serd, como visto na
r Hg In(6y/2T5)
Tabela 1,
d°T(t) 4 0
———= =7rPT(t)1 J_ . 10
o5 = Tt (0 (10)

Modelagem Fraciondria 3 (MF3)

Como visto na Tabela 1 assumindo 7 = E, a MF3 tem a forma,
r

dPT(t)

—F = BT (t) In (%) , (11)

sendo r = * In [M} .
Hg In(6,/2T5)

Na Figura 2 estd a simulacao da modelagem fraciondria 1 e 3. Os parametros utilizados foram
a partir da estimuacao dos parametros do HPV 16 de [10]. Assumi-se para o primeiro tumor
Ty = 5,69, 0, = 106 mm> e u, = 27,251 e para o segundo tumor Ty = 4,36, 6, = 106 mm? e
tg = 19,439. Obs: A modelagem 2 nao foi exibida no grafico por estar bem préxima da modelagem
3.

Nota-se que nas modelagens 1, 2 e 3, foi possivel ajustar a curva de solugao mais préximas aos
dados reais na descricao do volume tumoral pela infecgao do HPV 16.
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Figura 2: Curvas de crescimento tumoral.

3 Conclusoes

Neste trabalho foram utilizados trés casos de modelagem fraciondria, que surgiram a partir da
generalizacao da modelagem fracionaria quando inserimos o parametro 7 de correcao dimensional.
Nota-se que é possivel descrever diversas solucao e buscar a que mais se aproxima ao dados reais.
A primeira modelagem foi a mais adequada no ajuste aos dados reais, ja que sua raiz do erro
quadratico médio (RMSE) é igual a RMSE = 11,2085, a modelagem 2 e 3 possuiram aproxi-
madamente RMSE = 12,5655. Ja no modelo usal RMSE = 12,6236. Portanto, em todas as
modelagens aqui descritas, foi possivel ajustar a curva de solucao mais préximas aos dados reais
na descricao do volume tumoral pela infecgao do HPV 16.
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