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Resumo. Em geral, os métodos clássicos para resolver sistemas de equações não lineares são co-
nhecidos por sua eficiência. Entretanto, dependem fortemente da localização dos pontos de partida.
Neste trabalho, utilizamos a Inicialização Global Topográfica para gerar bons pontos iniciais para
o método de busca local utilizado na resolução de problemas restritos de minimização global, cujas
soluções são ráızes de sistemas não lineares associados. Para realizar as tarefas de busca local,
usamos o Algoritmo de Direções Viáveis e Pontos Interiores (FDIPA). Em seguida, utilizamos qua-
tro problemas descritos na literatura para avaliar a eficácia da nossa metodologia. Os resultados
indicaram que a presente abordagem é uma estratégia poderosa para encontrar todas as ráızes de
sistemas de equações não lineares.
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1 Introdução

Neste trabalho lidamos com o problema de encontrar todas as soluções de sistemas de equações
não lineares com restrições de desigualdade. Tal problema pode ser expresso como,

F (x) = 0, x ∈ Ω ⊂ Rn, (1)

onde F : Rn → Rm é uma aplicação diferenciável e Ω é o conjunto de restrições dado por,

Ω = {x ∈ S ⊂ Rn; gi(x) 6 0,∀i = 1, ..., l}. (2)
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Aqui, gi, i = 1, ..., l são por hipótese funções suaves e diferenciáveis, mas não necessariamente
convexas. O subconjunto S é um hipercubo definido por S = [a1, b1]× [a2, b2]× ...× [an, bn], onde
[aj , bj ] é o intervalo real no qual a variável xj está definida e “×” denota o produto cartesiano.

O problema descrito na equação (1), pode ser reescrito como um problema de otimização. Para
isso, utiliza-se a chamada função de mérito dada por,

f(x) =

m∑
j=1

[WFj(x)Fj(x)]. (3)

sendo W as constantes de penalidade. Note que x ∈ Ω é solução de (1) se, e somente se, x ∈ Ω é
uma solução global do seguinte problema de minimização restrita,

minimize f(x) sujeito a gi(x) 6 0, i = 1, ..., l. (4)

No problema (4), assumimos que o conjunto viável Ω possui o interior não vazio. Além disso,
por definição, tal conjunto é limitado e fechado, garantindo a existência de soluções do problema
de minimização restrita, ver [3].

Os métodos clássicos de otimização usados para resolver o problema (4), como os métodos tipo
Newton, a cada iteração realizam uma busca local ao redor de um determinado ponto inicial [5].
Entretanto, devido as caracteŕısticas locais da teoria matemática utilizada no desenvolvimento
de tais métodos, a menos que os pontos iniciais sejam próximos às soluções de F (x) = 0, não é
dada preferência às soluções globais de (4). Sendo esta uma severa limitação ao uso direto de tais
métodos de otimização para solução do problema (4). Além disso, em geral, os pontos iniciais
apropriados não estão dispońıveis na formulação de problemas práticos da engenharia.

Para contornar esta dificuldade recorreu-se ao uso da Inicialização Global Topográfica, proposta
em [7]. Tal algoritmo de agrupamento, utiliza uma abordagem baseada em conceitos elementares
da teoria dos grafos, a fim de gerar bons pontos de partida para os métodos de busca local, a
partir de pontos distribúıdos de modo uniforme no interior da região viável. Conforme o que foi
descrito em [7], essa estratégia de inicialização está dividida em três etapas: (i) a obtenção de N
pontos amostrais aleatórios distribúıdos uniformemente no espaço de busca, (ii) a construção do
grafo (topografo), sendo este um grafo com arcos direcionados conectando a cada ponto amostral
os seus k vizinhos mais próximos e (iii) a seleção dos mı́nimos do topografo que serão os pontos
iniciais para o método de busca local.

Vale ressaltar que a escolha do parâmetro k tem um papel fundamental no desempenho da
Inicialização Global Topográfica. Por esse motivo, em [1] os autores desenvolveram uma fórmula
para estimar k, que utiliza apenas informações sobre os posśıveis topografos associados aos pontos
de amostragem.

No presente trabalho, usamos a inicialização global topográfica revisada em [1], para obter
estimativas iniciais adequadas para o método de busca local FDIPA (Algoritmo de Direções Viáveis
e Pontos Interiores), utilizado aqui para encontrar as soluções globais do problema (4).

2 Inicialização Global Topográfica

Seja Ω, um subconjunto limitado do espaço Euclidiano n-dimensional Rn, cujo interior é um
conjunto não vazio, e f : Ω ⊂ Rn → R uma função real definida em Ω. A Inicialização Glo-
bal Topográfica é um método que foi desenvolvido com o objetivo de selecionar pontos iniciais
apropriados para métodos de minimização baseados na busca local.

Inicialmente, são escolhidos uniformemente N pontos amostrais em Ω ⊂ Rn, denotados por
Pi, i = 1, ..., N . Para cada ponto Pi, é constrúıda uma lista de referência (uma lista de ı́ndices
dos pontos). Isto é feito para organizar os outros (N − 1) pontos, através da chamada ordem do
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vizinho mais próximo. Assim, para Pi, o j-ésimo elemento desta lista é o ponto amostral j mais
próximo de Pi. Essa lista é ainda complementada pela atribuição de um sinal para cada ı́ndice j,
do seguinte modo:

j =

{
+j, se f(Pj) > f(Pi)
−j, se f(Pj) < f(Pi)

(5)

As N listas de referências constituem uma matriz N × (N − 1), que é chamada de matriz
topográfica (t −matriz) da função f associada aos pontos de amostragem. A matriz topográfica
pode ser interpretada por um grafo orientado, onde os sinais indicam as direções dos arcos no grafo.
O sinal positivo representa a “ponta final” do arco e o sinal negativo a “ponta inicial” do arco.
Este grafo associado é chamado de grafo topográfico (ou simplesmente topografo) de f associado
com a referida amostra.

Dado um inteiro 1 6 k 6 (N − 1), a submatriz N ×k obtida considerando apenas os k vizinhos
mais próximos é chamada de k − t−matriz, cujo grafo correspondente é o k+ − topografo. O
conjunto de todos os k+ − topografos de f define a k+ − topografia de f .

Seja Pi um ponto amostral, se a i−ésima linha da k− t−matriz é uma linha positiva, tal ponto
é dito um minimizador local de f no k+− topografo. Aqui, todos os minimizadores locais de f no
k+ − topografo são selecionados para a busca local. Entretanto, de acordo com observações feitas
por [7], uma vez que o número de minimizadores locais de f no k+− topografo aumenta conforme
o valor de k cresce, este procedimento pode levar a um grande custo computacional no passo de
busca local. Por esse motivo, o parâmetro k deve ser escolhido de forma adequada. Nesse contexto,
em [1] foi proposta uma fórmula para o cálculo de k. Utilizando esta fórmula os autores obtiveram,
na maioria dos seus experimentos, k = 4. Por esse motivo, no presente trabalho utilizamos apenas
os 4 vizinhos mais próximos.

Para exemplificar o uso da Inicialização Global Topográfica, consideremos o seguinte problema:
obtenha x ∈ Ω, onde Ω = {x ∈ R;−1 6 x 6 0}, tal que,

F (x) = sen(x) + x4 + x2 = 0. (6)

Definindo W = 10, a função de mérito é dada por,

f(x) = 10(sen(x) + x4 + x2)2. (7)

Observe que Ω é um conjunto com restrições de caixa, que são desigualdades simples. Além
disso, nesse conjunto a função f possui dois minimizadores globais, a saber: −0, 652593 e 0. Assim,
o objetivo é determinar tais minimizadores.

Para isso, são gerados N = 10 pontos amostrais Pi em Ω, i = 1, ..., N . Tais pontos são descritos
na Tabela 1 com os respectivos valores de f .

Considerando apenas os k = 4 vizinhos mais próximos, a 4− t−matriz é dada por,

4− t−matriz =



−8 −9 −4 −5
7 −5 10 4
10 7 −6 −2
9 8 −5 −2
4 2 9 8
3 10 7 2
−10 −3 −2 −6
−9 −4 1 −5
8 −4 −5 1
7 −3 −6 −2



← 1
← 2
← 3
← 4
← 5
← 6
← 7
← 8
← 9
← 10

. (8)
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Tabela 1: Pontos amostrais Pi com os respectivos valores de f .

i Pi f(Pi)

1 -1 13,4219
2 -0,5 0,278641
3 -0,25 0,327602
4 -0,75 0,389145
5 -0,625 0,017543
6 -0,125 0,118387
7 -0,375 0,423833
8 -0,875 3,41363
9 -0,8125 1,36866
10 -0,3125 0,400983

Note que na 4 − t −matriz apenas as linhas 5 e 6, correspondentes aos pontos P5 e P6, são
positivas. Assim, os pontos P5 e P6 são os minimizadores locais de f no 4+ − topografo e são as
estimativas iniciais para o método de busca local.

Em [7], os autores inferem experimentalmente que a Inicialização Global Topográfica deve ser
usada em conjunto com pontos amostrais suficientes e distribúıdos uniformemente em Ω. Este
fato também foi descrito por [1]. Aqui, utilizamos o gerador de amostras uniformes chamado de
sequência de Sobol, ver [6]. Observe que inicialmente são gerados N pontos amostrais dentro
de uma caixa (restrições simples) e em seguida é verificado quais desses pontos satisfazem (caso
existam) as demais condições de desigualdade.

3 Algoritmo de Direções Viáveis e Pontos Interiores

Dada uma estimativa inicial viável adequada, o método FDIPA proposto por Herskovits em [2],
gera sequências de pontos em Ω com valores decrescentes da função de mérito f , que converge
para o conjunto de pontos KKT do problema (4). Assim, em cada iteração, este método de pontos
interiores realiza uma busca linear em uma direção de descida de f , que é também uma direção
viável do problema (4).

Se x ∈ Ω é um minimizador local de f em Ω, as condições de otimalidade KKT do problema
são dadas por:

∇f(x) +∇g(x)µ = 0, (9)

G(x)µ = 0, (10)

g(x) 6 0, (11)

µ > 0, (12)

onde G(x) ∈ Rm×m denota a matriz diagonal definida como Gii(x) = gi(x) , para todo i = 1, ..., m.
As equações (9) e (10) descrevem um sistema não linear em (x, µ). Dados µ > 0 e x ∈ Ω0, onde

Ω0 denota o interior de Ω, ou seja, Ω0 = {x ∈ Rn; g(x) < 0}. Aplicando o método de Newton
para resolver este sistema não linear, com o ponto inicial (x, µ), obtemos (dα, µα) que é solução do
seguinte sistema linear, [

B(x, µ) ∇g(x)
M∇g(x)T G(x)

] [
dα
µα

]
= −

[
∇f(x)

0

]
. (13)
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Aqui, M ∈ Rm×m é a matriz diagonal definida por Mii = µi 6= 0 , i = 1, ..., m. A matriz B(x, µ) é
igual a hessiana H(x, µ) = ∇2Lxx(x, µ) = ∇2f(x) +

∑m
i=1∇2gi(x)µi, ou ainda, uma aproximação

quasi-Newton de H(x, µ).
De acordo com [2], o vetor dα pode não ser uma direção viável para o problema de minimização

(4). Para contornar esta dificuldade, em [2] o autor propõe a solução de um sistema linear adicional
nas novas variáveis dβ e µβ , dado por,

B(x, µ)dβ + ∇g(x)µβ = 0, (14)

M∇g(x)T dβ + G(x)µβ = −µ. (15)

Assim, a nova direção de busca é dada por,

d = dα + ρdβ , (16)

onde ρ > 0 é tal que, se ∇f(x)T dβ > 0, então

ρ 6
(ξ − 1)∇f(x)T dα
∇f(x)T dβ

, ξ ∈ (0, 1). (17)

Note que a direção de busca d é computada em dois passos. Primeiramente, resolvemos o
sistema linear (13) a fim de obter (dα, µα). O segundo passo é resolver o sistema linear dado
pelas equações (14) e (15). Finalmente, a direção de busca deste método de pontos interiores é
determinado pela combinação linear descrita na equação (16). Observa-se que estes dois sistemas
lineares possuem a mesma matriz dos coeficientes.

Obtida a direção de busca d, realiza-se uma busca linear inexata que obedece a condição de
Armijo. Assim, o novo ponto é determinado por x̂ = x+ td, onde t é o comprimento do passo. A
matriz B (simétrica e definida positiva) é atualizada usando a fórmula de atualização quasi-Newton
BFGS com a modificação de Powell, ver [2]. Assim, a cada iteração obtemos uma aproximação B
da matriz hessiana da função Lagrangiana do problema (4).

4 Resultados

Para avaliar a eficácia da metodologia aqui apresentada, utilizamos quatro exemplos descritos
na literatura, ver [4] e [8]. Os problemas 1 e 2 possuem apenas restrições de caixa, onde o teste
1 apresenta duas soluções. Os problemas 3 e 4 além das restrições de caixa, apresentam também
restrições de desigualdade de outros tipos.

Os resultados numéricos foram obtidos utilizando um computador equipado com o processador
Intel R© CoreTM i7-4510U, 8 GB de memória e sistema operacional Ubuntu 15.04. O código foi
desenvolvido em linguagem C.
Problema 1:

F (x) =


2x1 + x2 + x3 + x4 + x5 − 6
x1 + 2x2 + x3 + x4 + x5 − 6
x1 + x2 + 2x3 + x4 + x5 − 6
x1 + x2 + x3 + 2x4 + x5 − 6

x1x2x3x4x5 − 1

 =


0
0
0
0
0

 , (18)

onde −2 6 xi 6 2, i = 1, ..., 5.
Problema 2:

F (x) =


x1x2 + x1 − 3x5

2x1x2 + x1 + 3nx2x2 + x2x3x3 + dx2x3 +mx2x4 + ex2 − ax5
2x2x3x3 + dx2x3 + 2bx3x3 + cx3 − 8x5

mx2x4 + 2x4x4 − 4ax5
x2(x1 + x23 + dx3 +mx4 + e) + x1 + nx22 + bx23 + cx3 + x24 − 1

 =


0
0
0
0
0

 , (19)
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com a = 10; b = 0, 193; c = 4, 106× 10−4; d = 5, 451× 10−4; e = 4, 497× 10−7; m = 3, 407× 10−5;
n = 9, 615× 10−7 e 0, 0001 6 xi 6 100, i = 1, ..., 5.
Problema 3:

F (x) =


x1 + x31 − 10

x2 − x3 + x32 + 1
x2 + x3 + 2x33 − 3

2x34

 =


0
0
0
0

 , (20)

onde
x1 + x2 + x3 + x4 − 3 6 0, (21)

com 0 6 xi 6 3, i = 1, ..., 4.
Problema 4:

F (x) =


(2 + 0, 5x3)x1 + x4 − 4
(2 + 2x3)x2 − 2x4 − 2

x1 − 2x2 + 1
x3(0, 25x21 + x22 − 1)

 =


0
0
0
0

 , (22)

onde
0.25x21 + x22 − 1 6 0, (23)

com 0 6 xi 6 2, i = 1, ..., 4.
Na Tabela 2, são apresentadas as soluções obtidas utilizando a metodologia aqui apresentada.

Para cada problema teste, apresentamos os minimizadores globais (denotados por x∗) com os
respectivos valores da função de mérito f (denotados por f∗), o número de pontos amostrais
gerados (indicado por N) e o número de estimativas iniciais (denotado por N).

Tabela 2: Soluções obtidas para os problemas 1-4 utilizando a metodologia aqui apresentada.

Problema N N x∗ f∗

1 100 10 (0,91635; 0,91635; 0,91635; 0,91635; 1,4183) 5, 23× 10−11

(1; 1; 1; 1; 1) 1, 17× 10−10

2 100 14 (0,003373; 31,852; 0,06779; 0,8595; 0,03696) 6, 73× 10−9

3 150 1 (2; 3, 62× 10−8; 1; 1, 81× 10−8) 2, 65× 10−13

4 150 5 (0,82286; 0,91143; 1,8467; 1,5945) 2, 32× 10−9

Observe que o número N aumenta conforme são adicionadas restrições além das restrições de
caixa. De fato, quanto mais ŕıgidas as restrições de desigualdade, maior o valor de N de forma a
obter pontos no interior da região viável.

Na Tabela 3 são apresentados os números de avaliações (NAF) da função de mérito f necessárias
para determinar as soluções de cada sistema. Também são mostrados os tempos (em segundos)
necessários para obter tais soluções utilizando a presente metodologia.

Tabela 3: Tempo e o número de avaliações da função de mérito necessários para obter as soluções descritas

na Tabela 2.

Problema Tempo (s) NAF

1 0,031 27314
2 0,038 31500
3 0,005 420
4 0,018 33375
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5 Conclusões

No presente trabalho, testamos a eficácia da Inicialização Global Topográfica na resolução
de sistemas de equações não lineares, equipados com restrições de desigualdade. Para isso, tal
problema foi reformulado como um problema de otimização global com restrições, cujas soluções
são as ráızes dos sistemas não lineares. A Inicialização Global Topográfica foi então empregada
para gerar pontos iniciais apropriados para o método de busca local. Tal busca foi realizada usando
o Algoritmo de Direções Viáveis e Pontos Interiores (FDIPA).

Experimentos computacionais foram realizados usando diferentes problemas de teste previa-
mente estudados na literatura, com o objetivo de verificar se a metodologia aqui apresentada é
capaz de obter as soluções dos sistemas. Os resultados obtidos mostram que a presente abordagem
é uma poderosa ferramenta numérica para encontrar as ráızes de sistemas não lineares restritos.
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