Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics, v. 8, n. 1, 2021.

Trabalho apresentado no XL CNMAC, Evento Virtual - Co-organizado pela Universidade do Mato Grosso do Sul (UFMS).

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics

Resolucao de sistemas nao lineares restritos utilizando a
Inicializacao Global Topografica

Janaina I. da Costal
IPRJ, Nova Friburgo, RJ
Marroni de S& Régo?
IFPA, Obidos, PA

Luiz N. H. G. de Oliveira®
IPRJ, Nova Friburgo, RJ
Adriana da Rocha Silva*
IPRJ, Nova Friburgo, RJ
Narcisa C. da Silva®
IPRJ, Nova Friburgo, RJ
Sérgio S. de Sousa®

IPRJ, Nova Friburgo, RJ

Resumo. Em geral, os métodos cldssicos para resolver sistemas de equagoes nao lineares sao co-
nhecidos por sua eficiéncia. Entretanto, dependem fortemente da localizagdo dos pontos de partida.
Neste trabalho, utilizamos a Inicializacao Global Topografica para gerar bons pontos iniciais para
o método de busca local utilizado na resolugao de problemas restritos de minimizagao global, cujas
solugdes sao raizes de sistemas ndo lineares associados. Para realizar as tarefas de busca local,
usamos o Algoritmo de Diregdes Vidveis e Pontos Interiores (FDIPA). Em seguida, utilizamos qua-
tro problemas descritos na literatura para avaliar a eficdcia da nossa metodologia. Os resultados
indicaram que a presente abordagem é uma estratégia poderosa para encontrar todas as raizes de
sistemas de equagdes nao lineares.

Palavras-chave. FDIPA, Sistemas de Equagoes, Inicializagao Topografica

1 Introducao

Neste trabalho lidamos com o problema de encontrar todas as solugoes de sistemas de equagoes
nao lineares com restrigoes de desigualdade. Tal problema pode ser expresso como,

F(z) =0,z € Q CR", (1)
onde F': R™ — R™ é uma aplicagao diferencidvel e (2 é o conjunto de restrigoes dado por,

Q={reSCcR"g(x)<0,Vi=1,..,1} (2)
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Aqui, g;, © = 1,...,1 sdo por hipétese funcoes suaves e diferencidveis, mas ndo necessariamente
convexas. O subconjunto S é um hipercubo definido por S = [a1, b1] X [ag,b2] X ... X [ay, b,], onde
[a;, b;] é o intervalo real no qual a varidvel x; estd definida e “x” denota o produto cartesiano.

O problema descrito na equagédo (1), pode ser reescrito como um problema de otimizagao. Para
isso, utiliza-se a chamada funcao de mérito dada por,

m

f(z) =) [WE;(2)F;(x)]. (3)

j=1

sendo W as constantes de penalidade. Note que x € Q é solugdo de (1) se, e somente se, x € {2 é
uma solugao global do seguinte problema de minimizagao restrita,

minimize f(x) sujeito a g;(z) < 0,i=1,...,1. (4)

No problema (4), assumimos que o conjunto vidvel € possui o interior ndo vazio. Além disso,
por defini¢ao, tal conjunto é limitado e fechado, garantindo a existéncia de solugoes do problema
de minimizagao restrita, ver [3].

Os métodos clédssicos de otimizagao usados para resolver o problema (4), como os métodos tipo
Newton, a cada iteragdo realizam uma busca local ao redor de um determinado ponto inicial [5].
Entretanto, devido as caracteristicas locais da teoria matematica utilizada no desenvolvimento
de tais métodos, a menos que os pontos iniciais sejam préximos as solugdes de F'(z) = 0, nao é
dada preferéncia as solugoes globais de (4). Sendo esta uma severa limitacao ao uso direto de tais
métodos de otimizagdo para solucdo do problema (4). Além disso, em geral, os pontos iniciais
apropriados nao estao disponiveis na formulacdo de problemas préticos da engenharia.

Para contornar esta dificuldade recorreu-se ao uso da Inicializagao Global Topogréafica, proposta
em [7]. Tal algoritmo de agrupamento, utiliza uma abordagem baseada em conceitos elementares
da teoria dos grafos, a fim de gerar bons pontos de partida para os métodos de busca local, a
partir de pontos distribuidos de modo uniforme no interior da regiao viavel. Conforme o que foi
descrito em [7], essa estratégia de inicializagao estd dividida em trés etapas: (i) a obtencao de N
pontos amostrais aleatérios distribuidos uniformemente no espago de busca, (ii) a construgao do
grafo (topografo), sendo este um grafo com arcos direcionados conectando a cada ponto amostral
os seus k vizinhos mais préximos e (iii) a selegdo dos minimos do topografo que serdo os pontos
iniciais para o método de busca local.

Vale ressaltar que a escolha do parametro k£ tem um papel fundamental no desempenho da
Inicializagdo Global Topogréfica. Por esse motivo, em [1] os autores desenvolveram uma férmula
para estimar k, que utiliza apenas informagoes sobre os possiveis topografos associados aos pontos
de amostragem.

No presente trabalho, usamos a inicializacdo global topografica revisada em [1], para obter
estimativas iniciais adequadas para o método de busca local FDIPA (Algoritmo de Diregoes Vidveis
e Pontos Interiores), utilizado aqui para encontrar as solugoes globais do problema (4).

2 Inicializacao Global Topografica

Seja 2, um subconjunto limitado do espago Euclidiano n-dimensional R™, cujo interior é um
conjunto nao vazio, e f : 2 C R™ — R uma funcao real definida em 2. A Inicializacdo Glo-
bal Topografica é um método que foi desenvolvido com o objetivo de selecionar pontos iniciais
apropriados para métodos de minimizacao baseados na busca local.

Inicialmente, sdo escolhidos uniformemente N pontos amostrais em 2 C R", denotados por
P, i =1, .., N. Para cada ponto P;, é construida uma lista de referéncia (uma lista de indices
dos pontos). Isto é feito para organizar os outros (N — 1) pontos, através da chamada ordem do
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vizinho mais préximo. Assim, para P;, o j-ésimo elemento desta lista é o ponto amostral j mais
préximo de P;. Essa lista é ainda complementada pela atribuicao de um sinal para cada indice j,
do seguinte modo:

.| +dse f(Py) = f(P)
j{ —J, se f(P) < f(P) (5)

As N listas de referéncias constituem uma matriz N x (N — 1), que é chamada de matriz
topogréfica (t — matriz) da fungdo f associada aos pontos de amostragem. A matriz topogréfica
pode ser interpretada por um grafo orientado, onde os sinais indicam as dire¢oes dos arcos no grafo.
O sinal positivo representa a “ponta final” do arco e o sinal negativo a “ponta inicial” do arco.
Este grafo associado é chamado de grafo topografico (ou simplesmente topografo) de f associado
com a referida amostra.

Dado um inteiro 1 < k < (N — 1), a submatriz N x k obtida considerando apenas os k vizinhos
mais préximos é chamada de k — t—matriz, cujo grafo correspondente é o kT — topografo. O
conjunto de todos os kT — topografos de f define a k™ — topografia de f.

Seja P; um ponto amostral, se a i—ésima linha da k — t—matriz é uma linha positiva, tal ponto
¢ dito um minimizador local de f no k™ — topografo. Aqui, todos os minimizadores locais de f no
kt —topografo sdo selecionados para a busca local. Entretanto, de acordo com observacoes feitas
por [7], uma vez que o nimero de minimizadores locais de f no k™ — topogra fo aumenta conforme
o valor de k cresce, este procedimento pode levar a um grande custo computacional no passo de
busca local. Por esse motivo, o parametro k deve ser escolhido de forma adequada. Nesse contexto,
em [1] foi proposta uma férmula para o cdlculo de k. Utilizando esta férmula os autores obtiveram,
na maioria dos seus experimentos, k = 4. Por esse motivo, no presente trabalho utilizamos apenas
os 4 vizinhos mais proximos.

Para exemplificar o uso da Inicializacao Global Topografica, consideremos o seguinte problema:
obtenha z € Q, onde Q@ = {z € R; —1 < = < 0}, tal que,

F(z) = sen(z) + 2* + 2% = 0. (6)
Definindo W = 10, a fungao de mérito é dada por,
f(z) = 10(sen(z) + z* + 2%)2. (7)

Observe que 2 é um conjunto com restrigdes de caixa, que sdo desigualdades simples. Além
disso, nesse conjunto a fungao f possui dois minimizadores globais, a saber: —0, 652593 e 0. Assim,
o objetivo é determinar tais minimizadores.

Para isso, sdo gerados N = 10 pontos amostrais P; em €2, i = 1, ..., N. Tais pontos s@o descritos
na Tabela 1 com os respectivos valores de f.

Considerando apenas os k = 4 vizinhos mais préximos, a 4 — t — matriz é dada por,

-8 -9 —4 -5 — 1
7 -5 10 4 — 2
10 7T -6 -2 +~— 3
9 8 -5 =2 — 4
. 4 2 9 8 —~ 5
4 — t — matriz = 3 0 7 9 “ 6 (8)
-10 -3 -2 -6 — 7
-9 —4 1 =5 +— 8
8 —4 -5 1 ~ 9
7 =3 =6 -2 | « 10
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Tabela 1: Pontos amostrais P; com os respectivos valores de f.

i P; f(Pi)

1 -1 13,4219
2 -0,5 0,278641
3 -0,25 0,327602
4 -0,75  0,389145
5 -0,625 0,017543
6 -0,125 0,118387
7 -0,375 0,423833
8 -0875 341363
9 -08125 1,36866

—
o

20,3125  0,400983

Note que na 4 — t — matriz apenas as linhas 5 e 6, correspondentes aos pontos Ps e Pg, sao
positivas. Assim, os pontos Ps e Ps sao os minimizadores locais de f no 4 — topografo e sao as
estimativas iniciais para o método de busca local.

Em [7], os autores inferem experimentalmente que a Inicializacdo Global Topografica deve ser
usada em conjunto com pontos amostrais suficientes e distribuidos uniformemente em 2. Este
fato também foi descrito por [1]. Aqui, utilizamos o gerador de amostras uniformes chamado de
sequéncia de Sobol, ver [6]. Observe que inicialmente sdo gerados N pontos amostrais dentro
de uma caixa (restrigoes simples) e em seguida é verificado quais desses pontos satisfazem (caso
existam) as demais condi¢es de desigualdade.

3 Algoritmo de Diregoes Viaveis e Pontos Interiores

Dada uma estimativa inicial vidvel adequada, o método FDIPA proposto por Herskovits em [2],
gera sequéncias de pontos em ) com valores decrescentes da funcao de mérito f, que converge
para o conjunto de pontos KKT do problema (4). Assim, em cada iteragao, este método de pontos
interiores realiza uma busca linear em uma dire¢ao de descida de f, que é também uma direcao
vidvel do problema (4).

Se x € 2 é um minimizador local de f em (2, as condigoes de otimalidade K KT do problema
sao dadas por:

Vf(x)+Vygl@)p = 0, (9)

Glx)p = 0, (10)

glz) < 0, (11)

L o> 0, (12)

onde G(z) € R™*™ denota a matriz diagonal definida como Gy;(z) = g;() , para todoi = 1, ..., m.

As equagdes (9) e (10) descrevem um sistema nao linear em (x, u). Dados u > 0 e z € Q°, onde
Q0 denota o interior de ), ou seja, Q° = {z € R"; g(x) < 0}. Aplicando o método de Newton
para resolver este sistema nao linear, com o ponto inicial (z, i), obtemos (dq, tta) que é solucdo do
seguinte sistema linear,

ity @9 1L ][] "
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Aqui, M € R™*™ ¢ a matriz diagonal definida por My; = p; #0,i =1, ..., m. A matriz B(z, u) é
igual a hessiana H(z, ) = V2Lyy(x, p) = V2 f(z)+ >0~ , V2gi(x)p;, ou ainda, uma aproximagao
quasi-Newton de H(z, ).

De acordo com [2], o vetor d, pode ndo ser uma dire¢ao vidvel para o problema de minimizacao
(4). Para contornar esta dificuldade, em [2] o autor propoe a solugao de um sistema linear adicional
nas novas variaveis dg e ug, dado por,

B(z, ds + V(s = 0, (14)
MVg(@)Tds + Gy = —p. (15)

Assim, a nova diregdo de busca é dada por,
d=d, + pdg, (16)

onde p > 0 é tal que, se Vf(x)Tdg > 0, entao

< (§ - I)Vf(.%')Tda
S Vi(x)dg

Note que a diregao de busca d é computada em dois passos. Primeiramente, resolvemos o
sistema linear (13) a fim de obter (dq, fia). O segundo passo é resolver o sistema linear dado
pelas equagoes (14) e (15). Finalmente, a dire¢ao de busca deste método de pontos interiores é
determinado pela combinagéo linear descrita na equagao (16). Observa-se que estes dois sistemas
lineares possuem a mesma matriz dos coeficientes.

Obtida a dire¢do de busca d, realiza-se uma busca linear inexata que obedece a condi¢do de
Armijo. Assim, o novo ponto é determinado por & = x + td, onde t é o comprimento do passo. A
matriz B (simétrica e definida positiva) é atualizada usando a férmula de atualizagdo quasi-Newton
BFGS com a modificagdo de Powell, ver [2]. Assim, a cada iteracdo obtemos uma aproximacao B
da matriz hessiana da fungao Lagrangiana do problema (4).

£€(0,1). (17)

4 Resultados

Para avaliar a eficacia da metodologia aqui apresentada, utilizamos quatro exemplos descritos
na literatura, ver [4] e [8]. Os problemas 1 e 2 possuem apenas restri¢oes de caixa, onde o teste
1 apresenta duas solugoes. Os problemas 3 e 4 além das restrigdes de caixa, apresentam também
restricoes de desigualdade de outros tipos.

Os resultados numéricos foram obtidos utilizando um computador equipado com o processador
Intel® Core™ i7-4510U, 8 GB de meméria e sistema operacional Ubuntu 15.04. O cédigo foi
desenvolvido em linguagem C.

Problema 1:
201 + 29+ 23+ 24 +25 —6 0
1+ 209+ x3+24+ 25 —6 0
Fl)=| a1+ 22423 +a4+25—-6 | =] 0 |, (18)
T, + To+ 23+ 204 + 75 — 6 0
L1T2TX3X4TH — 1 0
onde -2 < z; <2,i=1,...,5.
Problema 2:
T1To + 21 — 3Ts 0
2x1To + X1 + 3NToxo + Tox3x3 + drors + Masry + exe — ars 0
F(z) = Qw933 + drows + 2bx323 + cr3 — 85 =101, (19)
MToTy + 20424 — 4axs 0
zo(x1 + 23 + drs + mxy + €) + 21 + na3 + bz + cxs + 23 — 1 0
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coma=10;b=0,193; ¢ =4,106 x 107%; d = 5,451 x 10™*; e = 4,497 x 10~"; m = 3,407 x 10~°;
n=9,615x10"" ¢ 0,0001 < x; < 100,14 =1,...,5.

Problema 3: )
x4+ 23 — 10 0
| mo—az4ai+1 | |0
F@=1 0+ 25 +213 -3 0 (20)
223 0
onde
T1+To+x3+24—3<K0, (21)
com(O0<x; <3,1=1,....,4.
Problema 4:
(24+0,523)x1 + 24 — 4 0
. (2 + 2.%'3)562 — 2374 -2 0
F(z) = x1—2r9+1 01|’ (22)
23(0,252% + 23 — 1) 0
onde
0.2527 + 23 — 1 <0, (23)

com(O0<x; <2,1=1,....,4.

Na Tabela 2, sao apresentadas as solugoes obtidas utilizando a metodologia aqui apresentada.
Para cada problema teste, apresentamos os minimizadores globais (denotados por z*) com os
respectivos valores da funcdo de mérito f (denotados por f*), o ntimero de pontos amostrais
gerados (indicado por N) e o niimero de estimativas iniciais (denotado por N).

Tabela 2: Solugoes obtidas para os problemas 1-4 utilizando a metodologia aqui apresentada.

Problema N N x* fr
1 100 10 (0,91635; 0,91635; 0,91635; 0,91635; 1,4183) 5,23 x 1071}
(1;1;1; 1; 1) 1,17 x 10710
2 100 14 (0,003373; 31,852; 0,06779; 0,8595; 0,03696) 6,73 x 10~
3 150 1 (2; 3,62 x 107%; 1; 1,81 x 1078) 2,65 x 10713
4 150 5 (0,82286; 0,91143; 1,8467; 1,5945) 2,32 x 107°

Observe que o nimero N aumenta conforme sdo adicionadas restrigoes além das restrigoes de
caixa. De fato, quanto mais rigidas as restrigoes de desigualdade, maior o valor de N de forma a
obter pontos no interior da regiao viavel.

Na Tabela 3 sao apresentados os nimeros de avaliagoes (NAF) da fungao de mérito f necessdrias
para determinar as solugdes de cada sistema. Também sdo mostrados os tempos (em segundos)
necessarios para obter tais solugoes utilizando a presente metodologia.

Tabela 3: Tempo e o ntiimero de avaliagoes da fungao de mérito necessarios para obter as solugoes descritas

na Tabela 2.
Problema Tempo (s) NAF
1 0,031 27314
2 0,038 31500
3 0,005 420
4 0,018 33375
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5 Conclusoes

No presente trabalho, testamos a eficicia da Inicializagao Global Topografica na resolucao
de sistemas de equacOes nao lineares, equipados com restrigoes de desigualdade. Para isso, tal
problema foi reformulado como um problema de otimizagao global com restrigoes, cujas solugoes
sao as raizes dos sistemas nao lineares. A Inicializagao Global Topogréfica foi entao empregada
para gerar pontos iniciais apropriados para o método de busca local. Tal busca foi realizada usando
o Algoritmo de Diregoes Vidveis e Pontos Interiores (FDIPA).

Experimentos computacionais foram realizados usando diferentes problemas de teste previa-
mente estudados na literatura, com o objetivo de verificar se a metodologia aqui apresentada é
capaz de obter as solugoes dos sistemas. Os resultados obtidos mostram que a presente abordagem
é uma poderosa ferramenta numérica para encontrar as raizes de sistemas nao lineares restritos.
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