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Resumo. Dada a importancia e a dificuldade em se obter resultados satisfatérios via métodos
diretos para solucao de problemas lineares discretos mal-postos oriundos da discretizagao de pro-
blemas inversos lineares. Neste trabalho, nés retomamos o método de pontos interiores do tipo
Preditor-Corretor apresentado em [5] que aproxima o problema de regularizacao de Tikhonov por
um problema de programacdo quadratica através de uma formulagdo Primal-Dual com barreira lo-
garitmica. Este método Preditor-Corretor nos leva a sistemas de equagbes normais que sao resolvidos
pelo método dos gradientes conjugados precondicinado com o precondiconador separador. Neste
trabalho, a fim de reduzir o nimero de iteragées de pontos interiores e do método dos gradientes
conjugados precondicionado [8], propomos a utiliza¢do do precondicionador Fatoragido Controlada
de Cholesky [1].

Palavras-chave. Regularizacao de Tikhonov, Programacao Quadratica, Métodos de Pontos Inte-
riores.

1 Introducao

A discretizacao de um problema inverso comumente fornece um sistema linear de equagoes

Arx=b, AcR™" zcR"”, bcR™ (1)

Quando os valores singulares da matriz dos coeficientes deste sistema se acumulam préximos
a origem e decaem gradualmente a zero, isso torna a matriz severamente mal-condicionada. Tais
sistemas séo frequentemente chamados de problemas lineares discretos e mal-postos [6].

O método de regularizagao de Tikhonov é um dos mais antigos e mais populares métodos de
regularizacao. Este método aproxima o sistema linear (1) pelo sistema regularizado

(ATA+4 oIz = AT, (2)

onde o > 0 é o parametro de regularizacao que determina a quantidade de regularizacao e I é o
operador identidade.

Em muitos problemas, a matriz A tem muitos valores singulares pequenos, o que acaba acarre-
tando um mal condicionamento da matriz A e consequentemente de AT A, visto que os autovalores
de AT A sao os valores singulares de A elevados ao quadrado. Além disso, em geral o vetor b

Lemidio.portilho@gmail.com.
2aurelio@ime.unicamp.br.

DOI: 10.5540/03.2021.008.01.0497 010497-1 © 2021 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2021.008.01.0497

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 8, n. 1, 2021.

estd contaminado por erros de medidas (ruidos). Neste trabalho, assumiremos que os erros estao
restritos ao lado direito do sistema (1), isto é, dado b podemos escrever
b=b+e b= Az,

onde b representa os dados exatos nao perturbados, T = A'b representa a solucio exata e o vetor
e representa os erros nos dados.

A solugao x de um problema mal-posto obtida via métodos diretos esta com frequéncia associada
a um valor elevado de ||z||2, veja [7]. Em vista disso o método apresentado por Tikhonov e Arsenin
em [7] tem por objetivo obter solugoes do sistema de equagoes lineares Az = b com norma pequena,
do que é proposto resolver o problema de minimizagao:

min||z||2, sujeitoa ||b—Az|la < Ty (3)
x

onde Ty é o valor maximo da norma do residuo que estamos dispostos a aceitar. Sendo assim,
estamos diante de um problema de minimizagao com restricoes de desigualdade.

No trabalho [5], o problema de minimizagdo (3) foi aproximado por um problema de pro-
gramacao quadratica através de uma formulacao Primal-Dual que deu origem a um método
Preditor-Corretor capaz de obter uma solucao para o problema de minimizacao (3). Este método
Preditor-Corretor da origem a sistemas de equagoes normais que sao resolvidos via método dos
gradientes conjugados precondicinado com o precondiconador separador. Neste trabalho, a fim de
reduzir o nimero de iteracoes de pontos interiores e do método dos gradientes conjugados precon-
dicionado [8], propomos a utiliza¢ao do precondicionador Fatoragao Controlada de Cholesky [1].

2 Meétodos de Pontos Interiores
Em [5], para desenvolver o método de pontos interiores (MPI) para o problema de regularizagao

de Tikhonov, nds aproximamos o problema de minimizac¢do (3) pelo problema (4), que procura
solugoes com propriedades similares as requeridas pelo problema (3):

min [l +eT(u+v)
sujeitoa  Ax+u—v =20 (4)

(u,v) >0 ez eR™

Trata-se de um problema de programacao quadrédtica com restrigoes lineares, onde A é uma
matriz de posto completo m X n, b e x sao vetores colunas de dimensoes apropriadas. Além disso,
e é um vetor com todas as entradas iguais a 1 e u e v sao variaveis nao negativas. O valor 7 > 0
representa um parametro de penalizacao para valores grandes de ||z||2.

Associado ao problema primal (4), temos o problema de programagcao quadritica dual:

max  ——||z[[2+yTb

x,Y,z,w 2

sujeitoa 12— ATy =0
e—y—z=0 (5)
e+y—w=0

(z,w) >0eyeR™.

Aplicando os mesmos passos de [9] aos problemas (4) e (5) obtemos um método de pontos
interiores do tipo preditor-corretor cujo a estrutura é dada pelo Algoritmo 1.
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Algoritmo 1: Etapas do PCM

Dados: (2°,u%, v°, 4%, 2% w°) com (u®,v°, 20, w%) > 0
Resultado: Solugao do PCM
para k=1,2,... faga

1 pk = Ufzrc;;vfwze;

2. ¢F =1k + Uk(e — (ZF)~1rk) 4+ VE(=eb + (Wh)~1rk)
3. (09)7 = (29 (Uk) + (Wh) 1V

4. Nl = (ATOFA 4 11,) 1 (ATOFGF +rh)

5. Ay = @k(cjk — AAxaf)

6. Nz = —rk — pyaf

7. A = Ny — ok

8. Autf = —Uke + (Z%) U r, + (ZF) U AyeS

9. A = —Vke+ (WF)"1Whr, — (WF)TIVFE Ay
10. Obtenha a?f, a?f o/ e a2/
11. o = gFmin {a?f, a8/, a2/, a4/} onde B* € (0,1)

12 kE _ (u*+a2f Autt) (2P +adf Az )+ (v 4ol Ave ) (W +adf AweT)
© Hay 2n

k 3
13 0p = 2 af
1

14. = (Z%) Y—oppbe + AU AZ T e) + (WF) " opube — AVE AW ¢)
15. (08~ = (ZF) "L (UF) + (WF)~1Vk
16. Az = (ATOFA 4 11,,)) "L (AT OFj*)

17. Ay = OF(GF — ALzee)

18. Az = — Ay

19. Aw®e = Ay°e

20. Auct = (ZF) Y oppbe — AU AZ e + U Ay©)
21. Avee = (WR) =Y oppke — AV AW e — VEAyce)

22. Obtenha a direcdo de descida d* = de + dif

23. Calcule o comprimento de passo o = ¥ min {py, py, pw, p-} onde:
I3 6(0,1),epu:miln _Auf| u; <0 , pu = min _Avf| vy <05,

Pw = min { — wf ‘ AN k <0 P =1 in< — Zik | A k <0
1 A 1 A .
w i f’LU,fC wy y» Pz i fzf Zi 3

24, (Xpg1, Y1) = Xk, yy) + oFdF

fim
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Neste algoritmo valem as seguintes igualdades: a2/ = argmax {a € (0,1] : u* + aAu > 0},
a2l = argmax {a € (0,1] : vF + aAv® > 0}, a2/ = argmax {a € (0,1] : 2F + 02?7 > 0}, a2f =

argmax {a € (0,1] : w* + aAw™ > 0}, Z% = diag(z},25,...,28), U = diag(uf,uf, ... uk),
WF = diag(wl,w§, ..., wk), V¥ = diag(vf, 0§, ..., 0k), rf = b—Azh —ub 08 vl = ATyF — 72k,

r’jzzk—&—yk—eerﬁzwk—yk—e.

Na etapa 4 do Algoritmo 1 nos deparamos com sistemas de equacoes normais. Para resolver
tais sistemas utilizamos o Método dos Gradientes Conjugados Precondicionado (MGCP) [8].

No6s implementamos duas versoes do Algoritmo 1, a primeira versao utilizando o precondiciona-
dor separador desenvolvido em [3]. Vamos nos referir a esta combinagio como MPCLU. A segunda
versao foi implementada utilizando a Fatoragdo Controlada de Cholesky proposta por [1]. A esta
combinacao iremos nos referir como MPCFCC.

Mais detalhes sobre as formulagées MPCLU e MPCFCC podem ser encontras em [4].

3 Resultados Numéricos

Todos os resultados numéricos foram desenvolvidos em MATLAB R2013b com sistema opera-
cional 64-bit Windows 10, processador Intel Core 17-8550U, 1.99 Ghz, 16 GB de meméria RAM.
Os cédigos para calcular a discretizagao dos exemplos deste trabalho provém dos pacotes disponi-
bilizados em [2]. Consideramos que o lado direito dos sistemas estd contaminado por ruidos, ou
seja, b = b+ e, em que e refere-se a um vetor aleatério normalizado escolhido de tal forma que
llel|/||b]| = € > 0. Iremos nos referir ao quociente NL = ||e||/||b|| como nivel de ruido. Para os
testes numéricos assumimos 7 = 5 x 1073,

A fim de comparar a eficiéncia do MPCFCC e do MPCLU, iremos comparar os resultados
obtidos por ambos os métodos na resolucao dos problemas de teste Baart, Shaw e Phillips com
niveis de ruido NL = 1073, NL = 107* e NL = 1072 respectivamente. Nés testamos ambos os
métodos para véarias dimensoes dos problemas de teste. Apresentamos os resultados nas tabelas a
seguir:

Tabela 1: MPCFCC aplicado & matriz de Baart.

Dimensao It Itgep Erd Eri tepu
250 8 148 1,158 x 101 2,403 x 10~%* 2,809 x 10~ T

500 9 129 1,201 x 1071 1,635 x10~% 6,022 x 10T

1000 10 131 7,760 x 1072 5,332 x 107° 2,841 x 1010
2000 10 131 1,058 x 101 4,386 x10~% 2,312 x 107!
5000 11 147 1,101 x 10! 2,134 x 10~° 5,811 x 102

Tabela 2: MPCLU aplicado a matriz de Baart.

Dimensao It Ttgep Erd Eri tepu
250 9 148 1,145 x 1071 2,204 x 107% 4,127 x 1071

500 11 158 1,300 x 10~ 1,657 x 10~* 5,723 x 107!

1000 10 164 1,573 x 10" 6,239 x 107° 1,742 x 1070
2000 12 201 7,130 x 1072 3,557 x 10~°> 8,885 x 1070
5000 10 165 8,060 x 102 3,120 x 10~> 5,365 x 107!
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Tabela 3: MPCFCC aplicado a matriz de Shaw.

Dimensao It TItgep Erd Eri tepu
13 332 3,250 x 1072 1,474 x 10~> 3,200 x 10T
13 332 3,360 x 1072 9,887 x 106 7,339 x 101
14 354 3,340 x 1072 8,180 x 1076 3,478 x 1070
14 343 3,350 x 1072 6,793 x 10-¢ 2,598 x 107!
15 372 3,310x 1072 6,273 x 107 8,920 x 10T

Tabela 4: MPCLU aplicado & matriz de Shaw.
Dimensao It Itgep Erd Eri tepu
12 344 3,170 x 1072 1,283 x 10~° 4,074 x 10!
12 337 3,450 x 1072 1,144 x 10~> 8,760 x 10T
15 396 3,230 x 1072 5,710 x 107 4,019 x 1070
14 356 3,310 x 1072 7,223 x10°% 1,500 x 10T
15 382 3,360 x 1072 6,546 x 107° 3,363 x 1072

Tabela 5: MPCFCC aplicado a matriz de Phillips.
Dimensao It Itgcp Erd Eri tepu
9 285 1,180x107% 6,052 x 10~% 2,707 x 10~ !
11 377 1,440 x 1072 5,890 x 10~* 6,451 x 10~ T
12 417 1,480 x 1072 3,644 x 10~ 3,200 x 1070
13 502 1,210 x 1072 4,740 x 10~* 2,557 x 101
12 458 1,120 x 1072 4,235 x 10~% 2,876 x 10F2
Tabela 6: MPCLU aplicado a matriz de Phillips.
Dimensao It Ttgep Erd Eri tepu
10 385 1,000 x 1072 3,143 x 10~* 3,817 x 10~ T
11 429 1,250 x 1072 3,563 x 10~* 9,546 x 107"
12 458 9,000 x 1073 3,182 x 10~* 4,547 x 107°
13 512 1,170 x 1072 3,919 x 10~* 2,302 x 107!
12 466 1,160 x 1072 5,213 x 10~%* 1,038 x 1072
010497-5 ©2021 SBMAC
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A primeira coluna das tabelas nos informa a dimensao das matrizes, a segunda coluna fornece
o numero de iteracoes de métodos de pontos interiores que foram necessarias para resolver o pro-
blema, ao passo que a terceira fornece o nimero de iteracoes do MGCP necessérias durante toda a
execugao do método de pontos interiores em questao. Uma vez que a solucao exata x é conhecida, as
colunas Erd e Eri representam respectivamente os erros relativos cometidos: Erd=||x* —x||2/||x||2
e Eri=||Ax® — b||2/]|b||2 . Por fim, t.,, representa o tempo em segundos demandados pelo método
para resolucao do problema.

Para o problema de Baart as iteracoes de MPI e iteragoes de MGCP do método MPCFCC
se mostrou competitivo com o método MPCLU, ele também se mostrou competitivo no quesito
tempo computacional, exceto para ordem n = 5000.

J& para o problema de teste Shaw, o nimero de iteragoes de ponto interior e de MGCP dos
métodos MPCFCC e MPCLU tiveram resultados bem préximos e podemos dizer o mesmo com
relacao a precisao dos resultados alcancados pelos mesmos. Na maior parte dos casos, o tempo de
processamento do MPCFCC obteve resultados melhores do que o método MPCLU.

Por fim, para o problema de Phillips o nimero iteracoes de MPI foram os mesmos em quase
todos os casos. Mas, o numero de iteragoes de MGCP foram menores em todos os casos. No
entanto, os resultados de tempo de processamento t.,, do MPCFCC se tornaram maiores do que os
do MPCLU a partir da ordem n = 2048. Isto se deve a necessidade de atualizar o precondicionador
Fatoragao Controlada de Cholesky quando o mesmo perde eficiéncia.

4 Conclusoes

Neste trabalho, o cédlculo das diregoes de busca do método Preditor-Corretor nos levaram a
sistemas de equagbes normais. Estes sistemas de equagoes normais foram resolvidos pelo Método
dos Gradientes Conjugados Precondicionado. Sendo os precondicionadores utilizados o Precondi-
cionador Separador e a Fatoracao Controlada de Cholesky.

De modo geral podemos dizer que o MPCLU e o MPCFCC obtiveram ordem de precisao das
solugoes bastante similares. Também, o nimero de iteragoes de MPI de ambos os métodos se
mostraram bem préximos para os exemplos utilizados. No entanto, na maior parte dos casos o
método MPCFCC obteve éxito em diminuir o nimero de iteracdes de MGCP no decorrer das
iteragoes de MPI.

Concluimos que embora sejam necessarios mais testes, os resultados obtidos com a imple-
mentacao dos métodos no software MATLAB, mostram que o MPCFCC pode ser competitivo com
o MPCLU.
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