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Resumo. O câncer é uma patologia que tem como caracteŕıstica a mutação de células
saudáveis em células anormais (tumorais), desenvolvendo-se de forma desordenada e agres-
siva. Na presente investigação, apresenta-se um modelo matemático que descreve a interação
do sistema imunológico com as células tumorais. O modelo inclui a atuação e ativação de
células da imunidade inata, como macrófagos dos tipos I e II, e da imunidade adaptativa,
tais quais linfócitos T e B, bem como aborda a produção e secreção de citocinas pró e
anti-inflamatórias por tais células. Para tal, fez-se uso de um modelo matemático proposto
em [1] e novas equações referentes ao crescimento populacional celular de eosinófilos, basófilos
e mastócitos, buscando enriquecer a representação do fenômeno biológico em questão.
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1 Introdução

O câncer é uma patologia com alta taxa de mortalidade global [8], não havendo causas es-
pećıficas, surgindo da mutação de células saudáveis em células anormais (tumorais) através de
um processo denominado oncogênese. A Agência Internacional de Pesquisa em Câncer (IARC)
classifica, entre os agentes causadores, fatores internos (intŕınsecos do genótipo do indiv́ıduo) e
fatores externos (relacionados ao meio) que podem colaborar para que tal proliferação de células
venha a surgir no organismo. Estima-se ainda que uma parcela considerável de indiv́ıduos acaba
desenvolvendo a doença no processo de senilidade, visto que, na velhice, a reparação celular é
menos eficaz. Estudos mostram que, mediante a implantação de estratégias de combate à doença
em estágios iniciais da patologia, o tratamento se torna mais adequado, permitindo um potencial
aumento na taxa de sobrevida do indiv́ıduo, ressaltando a importância do estudo de tal fenômeno
biológico.

Na busca por métodos alternativos à radioterapia e quimioterapia, pesquisas recentes de Ins-
titutos de Oncologia trazem consigo resultados promissores da aplicação de tratamentos imuno-
terápicos em indiv́ıduos acometidos pelo câncer [5, 14]. Nesse sentido, a imunoterapia é um trata-
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mento que fortalece o sistema imunológico do paciente forçando o próprio organismo a combater
células tumorais sem a introdução de compostos qúımicos, não havendo efeitos colaterais negativos.

Com isso em vista, diversos modelos matemáticos buscam descrever esses processos através
do uso de equações diferenciais [2, 7, 11], na tentativa de aproximar corretamente a dinâmica da
resposta imunológica inata-adaptativa frente a patógenos tumorais.

2 O sistema imunológico

Para compreender os efeitos da imunoterapia no organismo, é necessário, primeiramente, enten-
der como o sistema imunológico funciona. O sistema imunológico é dividido em duas ramificações:
a imunidade inata e a adaptativa. Os macrófagos, os neutrófilos e as células dendŕıticas (DCs) são
exemplos de células que compõe o sistema inato imune, já os linfócitos tipos B e T fazem parte da
imunidade adaptativa [10, 16]. A composição desses dois sistemas tem como objetivo destruir de
modo eficaz agentes infecciosos e substâncias nocivas ao corpo humano. Entre as incumbências da
imunidade inata, pode-se citar a śıntese de protéınas, citocinas e quiomicinas, além da fagocitose.
Essa imunidade compõe um conjunto de tarefas inerentes ao ser humano, sem a introdução de com-
postos exteriores ao indiv́ıduo. Já a resposta imune adaptativa atua no que se refere à ativação de
células altamente especializadas, tendo como uma das principais caracteŕısticas a memória imune,
ou seja, tendo o indiv́ıduo sido exposto a uma patologia infecciosa espećıfica uma vez, futuramente,
em caso de reincidência, seu organismo agirá de modo rápido e eficiente, identificando o agente
causador e atuando contra ele.

O modelo matemático aqui proposto busca explorar a dinâmica de atuação do sistema imu-
nológico, envolvendo citocinas (pró e anti-inflamatórias) atuantes na ativação ou inibição de células
imunológicas [2], visto que possuem um papel fundamental no combate à proliferação de células
tumorais [10,19].

3 Modelo matemático

Conforme citado anteriormente, apresenta-se aqui um modelo matemático que inclui a atuação
e ativação de células inatas, como macrófagos dos tipos I e II e células natural killers (NKs), bem
como células imunes adaptativas (do tipo T-Helper e T-citotóxicas), além de englobar também
a produção e secreção de citocinas pró-inflamatórias (IL-12, IFN-γ, TNF-α) e anti-inflamatórias
(IL-6, IL-10, IL-23, TGF-β) na atuação da resposta imunológica em populações de células tu-
morais. Para tal, faz-se uso de um modelo matemático proposto em [1] e são acrescentadas três
novas equações, as quais referem-se à dinâmica de três células do sistema imune inato, sendo elas:
eosinófilos, basófilos e mastócitos. A seguir, detalha-se cada uma das equações envolvidas, dando
ênfase para as modificações sugeridas, com as respectivas considerações:

- Ci representa o efeito de saturação de células canceŕıgenas e é dado por Ci =
C

(k + C)
. Esse

termo está presente nas equações propostas, onde k é o ńıvel de saturação média de células
canceŕıgenas estimuladas devido à resposta imune [7];

- O termo referente à proliferação das células, considera que as células tumorais e imunológicas
têm crescimento loǵıstico sob uma taxa αi, até uma capacidade de suporte βi [12];

- Células imunes adaptativas devem ser ativadas através da produção de compostos por ou-
tras células. As citocinas são substâncias que impulsionam a proliferação e ativação das
células imunes [19], e podem ser produzidas por células imunes inatas, células T, neutrófilos,
eosinófilos e basófilos [7];

- Todas as células que possuem alguma interação direta com as células tumorais necessitam
de sua desativação, que ocorre a uma taxa δi;

- As células modeladas têm um peŕıodo de meia vida (semidesintegração) µ−1
i e estão consi-

deradas na parcela que representa a apoptose celular.
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� Equação para Macrófagos do tipo I (M1) e II (M2):

Os macrófagos, de ambos os tipos, são ativados a uma taxa ρm devido à interação com células
tumorais [19] e à produção das interleucinas TNF-α e IL-10 por outras populações celulares. A
segunda parcela em ambas as equações representa a proliferação de macrófagos do tipo I e II, que é
inibida pelas interleucinas IL-23, TGF-β e IFN-γ, a uma taxa η3 e η1 respectivamente. O fenômeno
de apoptose também está presente nas equações abaixo, onde o parâmetro µm foi retirado de [4].
Diferentemente da equação que representa os macrófagos do tipo II (2), na equação (1) considera-se
o termo δmM1C, com δm estimado em [6], que se refere à necrose, ou seja, a desativação devido
à interação com as células tumorais pelo fato de macrófagos do tipo I produzirem citocinas pró-
inflamatórias.

dM1

dt
= ρmIαCi +

αmM1

(
1 − M1

βm

)
1 + η3(Iβ + I23)

− δmM1C − µmM1, (1)

dM2

dt
= ρmI10Ci +

αmM2

(
1 − M2

βm

)
1 + η1Iγ

− µmM2. (2)

� Equação para células NK:

As células NKs são ativadas a uma taxa ρk devido à interação com células tumorais [19]. Nova-
mente, a segunda parcela se refere à proliferação de células, sendo essa inibida pelas interleucinas
IL-23, TGF-β, com parâmetros αK retirado de [22] e βk de [12,20]. As parcelas seguintes se referem
à necrose e apoptose, respectivamente, considerando uma taxa de desativação δK [6] e um peŕıodo
de meia vida µk [18].

dNK
dt

= ρKIαCi +

αKNK

(
1 − NK

βK

)
1 + η3(Iβ + I23)

− δKNKC − µKNK . (3)

� Equação para células T citotóxicas:

As células T citotóxicas são ativadas a uma taxa ρ8 devido à interação com células tumorais [19]
através da interleucina IL-12. A proliferação de células é inibida pela interleucina TGF-β a uma
taxa η3 e os parâmetros αt e βt foram retirados de [20,22]. A necrose está relacionada a uma taxa
de desativação δt [6] e um peŕıodo de meia vida µ8 [18].

dTC
dt

= ρ8I12Ci +

αtTC

(
1 − TC

βt

)
1 + η3Iβ

− δtTCC − µ8TC . (4)

� Equação para células T Helper Th0, Th1, Th2 e Th17:

As células T Helper Th0 são ativadas a uma taxa ρt devido à interação com células tumorais [19]
pela interleucina IL-12. Essas células (Th0) possuem uma particularidade, pois se diferenciam em
células Th1, Th2 e Th17, que serão modeladas implicitamente como segue, e são ativadas à mesma
taxa mas por interleucinas diferentes. A proliferação dessas células é inibida por interleucinas
diferentes e a desativação está relacionada a uma taxa δt [6] e um peŕıodo de meia vida µt [18]. As
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equações referentes a essas células são dadas abaixo:

dT0
dt

= ρtI12Ci +

αtT0

(
1 − T0

βt

)
1 + η3Iβ

− δtT0C − µtT0, (5)

dT1
dt

= ρtI12T0 +

αtT1

(
1 − T1

βt

)
1 + (η3Iβ + η2I4)

− δtT1C − µtT1, (6)

dT2
dt

= ρtI4T0 +

αtT2

(
1 − T2

βt

)
1 + η3Iβ

− µtT2, (7)

dT17
dt

= ρtI6T0 +

αtT17

(
1 − T17

βt

)
1 + η1Iγ

− µtT17. (8)

3.1 Equação para eosinófilos

Os eosinófilos, bem como basófilos e mastócitos, podem produzir quantidades abundantes de
IL-4, uma citocina que é sintetizada pelas células Th2. Além disso, eosinófilos também produzem
citocinas do tipo IL-15, que são importantes no processo de crescimento tumoral visto que atuam
no fator de crescimento de células NKs, proliferando-as e aumentando a liberação de interferon-γ
(IFN-γ) pelas NKs. O IFN-γ é uma citocina capaz de ativar os macrófagos e é eficaz na inibição
e progressão de tumores.

O fator de necrose tumoral (TNF) atua diretamente na apoptose dos eosinófilos [17], porém,
não há pesquisas consistentes que demonstram como de fato isso ocorre. Tumores sólidos ou hema-
tológicos (benignos ou malignos) são apontados como uma das causas comuns de eosinofilia, logo,
fica evidente a importância de acrescentar-se tal equação no estudo de crescimento tumoral. Dessa
forma, apesar dos eosinófilos atuarem diretamente em infecções parasitárias e reações alérgicas, in-
diretamente são ativados pelas células Th2 e influenciam as células NKs e macrófagos na presença
de células tumorais [21]. Dessa forma, a equação referente aos eosinófilos, ignorando a ativação
devido à processos parasitários, é dada por:

dE

dt
= φEI5Ci +

αEE
(

1 − E
βE

)
1 + η3Iβ

− δEEC − µEE. (9)

Os eosinófilos são ativados a uma taxa φE devido à presença de células canceŕıgenas [19] e
ativados por células T através da produção de citocinas do tipo IL-5. A segunda parcela se refere à
proliferação da população eosinof́ılica. Os eosinófilos crescem a uma taxa αE até uma capacidade
βE , estimulada por IFN-γ, secretada pelas células NKs [19]. A proliferação dos eosinófilos é inibida
a uma taxa η3, devido à citocinas TGF-β [15]. Os eosinófilos são desativados devido à interação
com células canceŕıgenas a uma taxa δE [6] e tem uma meia vida de µ−1

E [9], que correspondem as
parcelas de necrose e apoptose (via receptores de morte), respectivamente.

3.2 Equação para mastócitos

Os mastócitos são células produtoras da interleucina IL-4, a qual interfere diretamente em
células Th2, podendo atuar de modo inibidor ou promotor de células tumorais, dependendo do tipo
patológico em questão [10], especialmente porque detém a capacidade de produzir substâncias que
favorecem o desenvolvimento da angiogênese. Para esse estudo, considerou-se apenas a contribuição
positiva dessas células, ignorando as contribuições relacionadas ao favorecimento da progressão
tumoral. Certas doenças, como problemas cardiovasculares, cânceres e infecções agudas, acarretam
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a liberação de intercessores mastocitários que atuam na resposta imunológica do paciente e, por
esse motivo, inclui-se aqui uma equação para representar a contribuição de tais células no processo
do estudo do desenvolvimento tumoral.

Os mastócitos originam-se na medula óssea através de um célula precursora ainda desconhecida
[10,16] e produzem as interleucinas IL-5 (cujas células receptoras são os eosinófilos e linfócitos B),
IL-10 (que tem como função a ativação de linfócitos B, mastócitos e Th2), além de IL-13. A
equação referente aos mastócitos é dada como:

dMA

dt
= φMA

IαCi +
αMA

MA

(
1 − MA

βMA

)
1 + η3Iβ

− δMA
MAC − µMA

MA. (10)

Os mastócitos são ativados a uma taxa φMA
[13,19] devido à presença de células canceŕıgenas,

consideradas na primeira parcela da equação. O modelo considera, ainda, que a população mas-
tocitária cresce a uma taxa αMA

[22] até uma capacidade βMA
[20] e sua proliferação é inibida a

uma taxa η3, devido às citocinas TGF-β [10]. Os mastócitos são desativados a uma taxa δMA
[6]

e tem uma meia-vida de µ−1
MA

[9].

3.3 Equação para basófilos

Os basófilos correspondem de 0 a 2% do número total de leucócitos circulantes e estão as-
sociados a respostas do sistema imunológico contra parasitas (juntamente com os eosinófilos) e
alérgenos. Porém, como respostas a alguns tipos espećıficos de doenças como o câncer, podem
ocasionar um aumento considerável do número de basófilos no sangue (basofilia), devido à pre-
sença de processos inflamatórios [10]. Eles são responsáveis pela produção de interleucinas IL-4,
que possuem a função de diferenciar células Th0 em Th2.

Como a presente investigação ponderou apenas processos tumorais, foi ignorada a ativação
dessas células devido à processos alérgenos, levando em consideração apenas a influência de células
NKs na população de basófilos. Sendo assim, a equação para os basófilos é dada por:

dB

dt
= φBI8Ci +

αBB
(

1 − B
βB

)
1 + η3Iβ

− δBBC − µBB. (11)

Os basófilos são ativados a uma taxa φB [13, 19] devido à presença de células canceŕıgenas e
crescem a uma taxa αB [22] até uma capacidade βB [20], com sua proliferação inibida a uma taxa
η3, devido à citocinas TGF-β [10]. Os mastócitos são desativados a uma taxa δB [6] e tem uma
meia-vida de µ−1

B [9].

3.4 Equação para células canceŕıgenas

As células canceŕıgenas crescem a uma taxa αC , até uma taxa de capacidade βC [4, 12, 20]. A
segunda parcela se refere à atuação de macrófagosM2, que impulsionam o crescimento da população
tumoral a uma taxa θC [4]. Outras células canceŕıgenas podem ser fagocitadas por macrófagos do
tipo 1 e destrúıdas pelas células efetoras como células citotóxicas, NKs, Th1, eosinófilos, basófilos
e mastócitos, a uma taxa ΛC [4], podendo inibir essa desativação através da produção de citocinas
TGF-β [13]. Além disso, considera-se aqui o termo de apoptose a uma taxa µC estimada em [3].
A equação referente as células canceŕıgenas é fornecida por:

dC

dt
= αCC

(
1 − C

βC

)
+ θCM2C + θ1PC −

[
ΛC(M1 +NK + TC + T1 + E +B +MA)

1 + η3IB
+ µC

]
C.

(12)
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4 Resultados numéricos

Para o sistema de equações diferenciais aqui proposto, considerou-se como condições iniciais
o fato de que a população de células canceŕıgenas e células pertencentes ao sistema inato são
diferentes de zero; já a população inicial de células referentes ao sistema imune adaptativo é
considerada nula. Assumiu-se ainda que todas as soluções são não negativas para t ≥ 0. Todos
os parâmetros utilizados foram retirados da literatura, conforme experimentos relatados e podem
ser facilmente encontrados nas referências citadas anteriormente. Mostra-se, abaixo, o crescimento
populacional de células tumorais, além de eosinófilos, basófilos e mastócitos, fazendo uso do método
numérico de Runge-Kutta de quarta ordem.

(a) População de eosinófilos, basófilos e
mastócitos

(b) População de células tumorais

Figura 1: Crescimento populacional de células tumorais, eosinófilos, basófilos e mastócitos.

5 Conclusões

Apresentamos um modelo matemático que descreve a dinâmica da resposta imunológica inata-
adaptativa frente a patógenos tumorais. O modelo proposto, quando comparado a outros encon-
trados na literatura atualmente, apresenta novas equações referentes ao crescimento populacional
celular de eosinófilos, basófilos e mastócitos. Tais equações levam em consideração uma extensa
pesquisa bibliográfica para incluir as respectivas interleucinas concernentes relatadas em artigos
médicos e biológicos encontrados na literatura. Experimentos numéricos apresentam os gráficos de
crescimento populacional para essas três populações celulares e sua atuação na presença de células
canceŕıgenas, com resultados que corroboram aos apresentados em [4] relativos à população celular
tumoral.
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