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Resumo. Neste trabalho estudamos um modelo matemático de invasão tumoral. O modelo consiste
em um sistema não-linear de equações diferenciais parciais que descreve a dinâmica de interações
entre a densidade de células tumorais, a densidade da matriz extracelular, a concentração de enzimas
degradantes da matriz e a concentração de oxigênio. Obtemos soluções exatas do modelo aplicando
a técnica de simetrias de Lie.
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1 Introdução

O câncer é uma das principais causas de morte em todo o mundo. A Agência Internacional de
Pesquisa em Câncer (IARC), ligada a Organização Mundial da Saúde (OMS), estimou a incidência
de 18, 1 milhões de casos e 9, 6 milhões de mortes por câncer no mundo em 2018 [11]. A incidência e
mortalidade aumentam com a idade, com aproximadamente 60% de todos os casos diagnosticados
e 70% de todas as mortes por câncer ocorrendo em pessoas com 65 anos ou mais [1, 12].

Câncer é na verdade um termo genérico que descreve um grupo heterogêneo de doenças carac-
terizadas pelo crescimento descontrolado e disseminação de células anormais [14, 15]. As muitas
diferenças entre os casos de câncer é uma das principais razões pelas quais o entendimento, o
tratamento e a cura são tão dif́ıceis. Essa diversidade reflete na dificuldade em desenvolver um
modelo matemático (cont́ınuo) unificado que descreva os mais variados tipos de câncer em todos
os seus estágios, apesar dos esforços feitos ao longo dos anos, veja [2–6] onde o câncer é explorado
por meio de modelos matemáticos e computacionais.

Um modelo de particular interesse para este trabalho é o proposto por Anderson [5], que con-
sidera quatro variáveis: densidade de células tumorais, densidade da matriz extracelular (MEC),
concentração de enzimas degradantes da matriz (MDEs) e concentração de oxigênio, que denota-
remos por N , E, M e C, respectivamente. A relação entre essas variáveis é descrita pelo sistema

1altemirbortulijunior@hotmail.com.
2igor.freire@ufabc.edu.br.
3norberto.maidana@ufabc.edu.br.

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics, v. 8, n. 1, 2021.

Trabalho apresentado no XL CNMAC, Evento Virtual - Co-organizado pela Universidade do Mato Grosso do Sul (UFMS).

DOI: 10.5540/03.2021.008.01.0480 010480-1 © 2021 SBMAC

http://dx.doi.org/10.5540/03.2021.008.01.0480


2



Nt = D1∇2N − ρ∇. (N∇E) ,

Et = −δME,

Mt = D2∇2M + µN − λM,

Ct = D3∇2C + βE − γN − αC,

(1)

em que D1, D2, D3, ρ, δ, µ, λ, β, γ e α são constantes não-negativas, (.)t = ∂t(.), ∇ = (∂x, ∂y, ∂z)
é o gradiente e ∇2 = ∇.∇ é o laplaciano em 3-dimensões. O domı́nio do sistema é uma região
limitada do tecido, denotada por Ω, com condições iniciais apropriadas para cada variável. Uma
vez que as células tumorais e as MDEs permanecem, no estágio avascular, dentro do domı́nio,
condições apropriadas de contorno também são impostas em ∂Ω, fronteira de Ω.

O sistema (1) descreve a degradação da ECM pelo contato com as MDEs, com uma constante
de degradação δ. Por outro lado, as MDEs são produzidas pelas células tumorais a uma taxa µ e
decaem a uma taxa λ. Como as MDEs degradam a ECM, as células tumorais se espalham pelo
tecido devido a uma combinação de difusão e haptotaxia, com coeficiente haptotático ρ. O oxigênio
é produzido pela ECM a uma taxa β, espalha-se nela por difusão, é absorvido pelo tumor a uma
taxa γ e decai naturalmente a uma taxa α. Os coeficientes de difusão das células tumorais, das
MDEs e do oxigênio são D1, D2 e D3, respectivamente.

O sistema (1), proposto em [5], surge do acréscimo da equação que descreve a dinâmica do
oxigênio, essencial no processo de crescimento e invasão de tumores sólidos, ao sistema (5) proposto
em [4]. A análise do sistema (5) de [4] é numérica e, até onde sabemos, as únicas soluções anaĺıticas
dele são obtidas em [8,9] pela aplicação da técnica de simetrias de Lie [7, 13].

Neste trabalho, embasados pelos resultados apresentados em [9], determinamos soluções anaĺıticas
exatas do sistema (1) pela aplicação da técnica de simetrias de Lie.

2 Soluções exatas com simetrias esféricas

Uma vez que a equação que descreve a dinâmica do oxigênio no sistema (1) é invariante por
rotações, lembrando que as demais equações do sistema (1) também o são [9], aplicamos a técnica
de simetrias de Lie, veja [13], p.225, para construirmos os invariantes

N = Φ1(r, t), E = Φ2(r, t),M = Φ3(r, t) e C = Φ4(r, t), (2)

em que

r =
√
x2 + y2 + z2.

Consequentemente, impondo que os invariantes (2) sejam soluções do sistema (1), reescrevemo-lo
em coordenadas esféricas da seguinte forma:

Nt = D1

(
Nrr + 2

rNr

)
− ρ

(
NrEr +NErr + 2

rNEr

)
,

Et = −δME,

Mt = D2

(
Mrr + 2

rMr

)
+ µN − λM,

Ct = D3

(
Crr + 2

rCr

)
+ βE − γN − αC.

(3)

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 8, n. 1, 2021.

DOI: 10.5540/03.2021.008.01.0480 010480-2 © 2021 SBMAC

http://dx.doi.org/10.5540/03.2021.008.01.0480


3

Agora, consideramos o caso em que as MDEs não sofrem nenhuma forma de decaimento, o
oxigênio não é produzido e nem decai naturalmente, ou seja, λ = β = α = 0 em (3). Para este
caso, o teorema a seguir nos fornece informações necessárias para construção de soluções.

Teorema 2.1. Se D1D2D3ρδµγ 6= 0 e λ = β = α = 0, então o operador

X =
r

2
∂r + t∂t − 2N∂N −M∂M − C∂C

é um gerador de simetrias do sistema (3).

Uma vez que, sob essas restrições, o operador X é um gerador de um grupo de simetrias a
1-parâmetro do sistema (3), podemos construir os invariantes

N =
1

r4
Φ1 (w) , E = Φ2 (w) ,M =

1

r2
Φ3 (w) e C =

1

r2
Φ4 (w) , (4)

em que w =
r√
t
.

Assim, considerando que os invariantes (4) sejam soluções do sistema (3), reescrevemo-lo da
seguinte forma:

− 1
2w

3Φ′1 = D1

(
12Φ1 − 6wΦ′1 + w2Φ′′1

)
− ρ

(
w2Φ′1Φ′2 + w2Φ1Φ′′2 − 2wΦ1Φ′2

)
,

1
2w

3Φ′2 = δΦ3Φ2,

− 1
2w

3Φ′3 = D2

(
2Φ3 − 2wΦ′3 + w2Φ′′3

)
+ µΦ1,

− 1
2w

3Φ′4 = D3

(
2Φ4 − 2wΦ′4 + w2Φ′′4

)
+ γΦ1.

(5)

Em [9], para o sistema (5) na ausência da equação que descreve a dinâmica do oxigênio, é
apresentada uma solução particular para o caso em que D1 = D2. Logo, resta-nos determinar Φ4

para obter uma solução de (5). Entretanto substituindo Φ1, determinada em [9], na equação do
oxigênio e resolvendo para Φ4, obtemos as duas seguintes soluções do sistema (5):

1. Se D1 = D2 < D3, então

Φ1(w) = w3e−
w2

4D1

(
w2 − 2D1

)
,

Φ2(w) = 0,

Φ3(w) = µw3e−
w2

4D1 ,

Φ4(w) =
4γD2

1we
− w2

4D1

D3 −D1
.

(6)

2. Se D1 = D2 = D3, então

Φ1(w) = w3e−
w2

4D1

(
w2 − 2D1

)
,

Φ2(w) = 0,

Φ3(w) = µw3e−
w2

4D1 ,

Φ4(w) = γw
(
1− w2

)
e−

w2

4D1 .

(7)
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Também, considerando a solução obtida em [9], para o caso em que D1 6= D2, e repetindo o
racioćınio feito acima, obtemos mais duas soluções para o sistema (5), que serão apresentadas no
evento.

Por fim, destacamos que reportamos uma discussão mais ampla desses resultados em [10].

3 Conclusões

A aplicação da técnica de simetrias de Lie possibilitou a obtenção de soluções particulares do
sistema (1), que descrevem um caso extremo em que o câncer degradou toda a ECM. Assim, a
técnica tem se mostrado efetiva na obtenção de soluções exatas de modelos matemáticos de invasão
tumoral.
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