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Resumo. O rotor duplo pulsado é um exemplo cldssico de um sistema dinadmico com compor-
tamento cadtico. O modelo matematico que descreve esse sistema mecanico é dado por quatro
equagoes acopladas a tempo discreto. Neste trabalho, discutimos avangos recentes no estudo da
dinamica do rotor duplo pulsado, dando um passo na dire¢cdo de uma investigagao multiparamétrica
extensiva. Em particular, examinamos longos transientes que ocorrem apéds crises de fronteira de
atratores cadticos e como eles afetam uma investigagao completa do sistema.
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1 Introducao

O rotor duplo pulsado (KDR, do inglés kicked double rotor) é um sistema mecanico simples
formado por duas barras finas de massas despreziveis que giram em torno de um pivé fixo [3, 6],
conforme o diagrama da Figura 1. A primeira barra tem comprimento /; e estd anexada em uma
das suas extremidades ao pivd fixo no ponto O e na outra extremidade ao ponto O’ localizado no
ponto médio da segunda barra que tem comprimento 2/5. O movimento do sistema esté restrito
ao plano horizontal e hé atrito nos pivos em O e O'. Uma massa m; é anexada em O’ e massas
ms/2 sdo anexadas em cada uma das extremidade da segunda barra. Uma das extremidades da
segunda barra recebe impulsos peridédicos de intensidade p constante sempre na mesma diregao nos
instantes t =T, 2T, 3T etc.

As equagtes que descrevem o estado do sistema imediatamente apds a aplicagao do forcante
podem ser escritas como
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Figura 1: Representagdo esquemética do rotor duplo pulsado formado por duas barras de massas des-
preziveis de comprimentos [ e 2l e trés massas anexadas nas extremidades livres das barras. A seta indica
o ponto de aplicagdo de um forgante externo impulsivo de intensidade p.

nas quais 6; e 65 descrevem as posicoes angulares de cada barra e 91 e 92 denotam as velocidades
angulares de cada barra, com as varidveis 67 e 03 moduladas no intervalo [0,27]. O pardmetros
L = (m + mg)l% e ly, = mglg correspondem aos momentos de inércia de cada barra e M;; e L;;
sao termos de matrizes constantes dados por
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O mapa dado pelo sistema de equagdes (1) é uma extensdo quadridimensional do rotor simples,
conhecido como Mapa Padrao [5], e tem diversos aspectos da sua dindmica explorados na litera-
tura. Em particular, a estrutura e a dimensao de incerteza das bacias de atracao do KDR, bem
como a forte multiestabilidade do sistema, foram investigadas para alguns valores selecionados dos
parametros v1 2 € p [2,3]. O KDR também foi utilizado como laboratério dindmico para testar
esquemas de controle de caos, mostrando que é possivel estabilizar pontos fixos instaveis embebidos
em atratores caéticos do sistema [2,6]. Por fim, o KDR foi empregado para estudar sincronizagao
de sistemas cadticos [8] e para exemplificar o cdlculo de aproximagdes numéricas de conjuntos
invariantes ndo atrativos conhecidos como selas cadticas [4,7]. No entanto, uma investigagdo mul-
tiparamétrica abrangente desse sistema ainda nao foi realizada. Isso se deve, principalemnte, ao
fato de que a alta dimensionalidade do mapa e o comportamento dindmico extremamente intrincado
e variado constituem um grande desafio para uma investigacao numérica extensiva.

Neste trabalho, refinamos e estendemos resultados anteriores sobre o mapa. Especificamente,
utilizando uma abordagem fenomenoldgica, investigamos a multiestabilidade do sistema e detecta-
mos longos transientes cadticos apds crises que nao haviam sido identificadas previamente.

O artigo esta organizado da seguinte forma. Na Secao 2 apresentamos diagramas de bifurcagao
considerando dois regimes dindmicos distintos. A seguir, na Secao 3, caracterizamos os regimes
observados nos diagramas de bifurcacao considerando expoentes de Lyapunov, multiestabilidade e
tempos caracteristicos da dinamica. Concluimos com as consideragoes finais na Secao 4.
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2 Diagramas de bifurcacao

O KDR apresenta uma variedade de regimes dindmicos que podem ser observados utilizando
diagramas de bifurcacao para diferentes intervalos do parametro forcante. Nesta secao, apresen-
tamos diagramas de bifurcacao considerando dois regimes dinamicos com caracteristicas distintas.
Todos os resultados sao apresentados para os parametros fisicos fixos T =1, 11 = 1/v2,lo =1 e
my = mg = 1, permitindo a variagdo de v1 2 € p, com v; =, =v € (0,1] e p € (0,7.5].

Iniciamos analisando o regime fortemente dissipativo no caso limite v = 1. Neste caso, a
dindmica assintdtica varia consideravelmente a medida que a intensidade do forgante aumenta. De
fato, conforme visto no diagrama de bifurcacao da Figura 2, quando p Z 0 o sistema conta com
um unico ponto fixo estavel, enquanto que a medida que p aumenta, surgem algumas solugoes
periddicas atrativas e, eventualmente, atratores cadticos.

O diagrama de bifurcaciao da Figura 2 foi obtido evoluindo 5 x 10 condicdes iniciais para cada
valor de p € (0,7.5], com Ap =4 x 1073, Os pontos vermelhos correspondem a 2.5 x 103 pares de
(01,02) em uma grade quadrada com 6,2 € [0,27), Ay 5 = 27/50 e 0.1,2 = 0, isto é, velocidade
inicial nula. Para cada condigao inicial sao plotadas as cinco iteracoes finais apds um transiente de
10* iteracoes. Observando-se os pontos vermelhos no diagrama, nota-se que a dindmica assintética
do sistema é dominada por um ponto fixo estavel até p = w, quando orbitas periédicas surgem
através de bifurcacoes sela-né e sofrem sucessivas duplicagoes de periodo, evoluindo para o caos.
Logo em seguida, o ponto fixo também bifurca até dar origem a um atrator cadtico de duas bandas
que, aparentemente, se unem em um grande atrator cadtico quando p > 6.856. Esse resultado
corresponde ao descrito na Ref. [6] (ver Figura 8).

2n

3n/2

/2

Figura 2: Diagrama de bifurcacio para v = 1 e p € (0,7.5], com Ap = 4 x 1072, Os pontos vermelhos
correspondem a trajetérias com velocidade inicial nula e transiente de 10% iteracdes. J4 os pontos pretos
correspondem a trajetorias com velocidades iniciais nao nulas, com |91,2| < 10, e transientes de 10*, 10°
e 10° iteragdes para p € [5,6.8), p € [6.8,7.2) e p € [7.2,7.5], respectivamente. Por fim, os pontos verdes
mostram a evolucdo de dois pontos fixos simétricos que surgem em uma bifurcacao sela-n6é quando p = 2.

No entanto, além desses estados assintéticos ja conhecidos, neste trabalho detectamos estados

assintéticos adicionais que nao haviam sido relatados previamente. Estas novas solugoes sao mos-
tradas pelos pontos pretos da Figura 2 e correspondem as interacoes finais de trajetérias geradas
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a partir de 2.5 x 103 condigoes iniciais com os mesmos pares (61, 6-) utilizados anteriormente, mas
com velocidade inicial nao nula. Especificamente, os valores de 9172 foram determinados aleatori-
amente com |9.1,2| < 10, para cada par (61,602). Ou seja, além do ramo principal que sofre uma
cascata de duplicagao de periodo para o caos, vemos que existem ramos adicionais de solugoes que
também evoluem para pequenos atratores cadticos de vérias bandas. Esses ramos, que nao foram
detectados em trabalhos prévios devido as restrigcoes impostas nas velocidades iniciais, se originam
em Orbitas periddicas que aparecem em bifurcacoes do tipo sela-né e eventualmente desaparecem
quando os pequenos atratores cadticos sofrem crises mediadas por érbitas periddicas instdveis nas
fronteiras de suas bacias de atragao.

Além disso, na regido p € [5.0,7.5] da Figura 2 os pontos vermelhos mostram que, aparen-
temente, o ramo principal do diagrama evolui para um grande atrator cadtico que aparece em
p ~ 6.856 e domina a dindmica para valores maiores do forgante. No entanto, ao descartar um
transiente maior, é possivel visualizar a estrutura subjacente mostrada pelos pontos pretos. Esses
pontos correspondem as iteracoes finais de 625 condigdes iniciais com os mesmos pares 6; 2 usados
para os pontos vermelhos, mas com valores iniciais de 9.172 aleatérios, com |0.172| < 10. Antes de plo-
tar os pontos pretos descartamos 10* iteragoes transientes para p € [5,6.8), 10° para p € [6.8,7.2)
e 10% para p € [7.2,7.5]. Com isso, agora é possivel observar novos estados assintéticos apés uma
crise que ocorre quando p ~ 6.856.

Por fim, um par de pontos fixos simétricos que surgem em uma bifurcacao sela-né quando
p = 2w é mostrado em verde na Figura 2. Essas solugoes estdaveis também sofrem uma cascata de
duplicagoes de periodo a medida que p aumenta e dao origem a dois atratores cadticos que nao
haviam sido detectados em trabalhos anteriores.

Assim, concluimos que os pontos vermelhos com valores de 05 estendendo-se de 8 = 0 a 6y = 27
quando 6.856 < p < 6.996 sdo, na verdade, solugdes transientes que vao para um dos dois pontos
fixos em verde quando o numero de iteragoes tende a infinito. Esses longos transientes implicam em
tempos computacionais elevados para a obtengao dos diagramas de bifurcacao, mesmo utilizando
computagao paralela em GPU, como foi o caso neste trabalho.

E importante ressaltar que, para os valores dos parametros considerados, nao é realmente
necessario iterar um numero muito grande de condigoes iniciais como o utilizado para gerar o
diagrama da Figura 2. No entanto, uma vez que este trabalho faz parte de uma investigacao ex-
ploratoria do espago de parametros, esse nimero foi inicialmente padronizado para lidar com uma
gama extensa de pares (p,r). Ao contrario do que ocorre no caso unidimensional, sistemas com
espaco de fases multidimensionais, em geral, podem apresentar diversos estados assintdticos coe-
xistentes. Assim, sdo necessarias condicoes iniciais nas diferentes bacias de atracao para visualizar
de forma adequada a evolucao do sistema. Conforme veremos mais adiante, sabe-se que milhares
de atratores periddicos podem coexistir para alguns valores de p quando v — 0 no espaco de fases
do KDR e que alguns deles tem bacias muito pequenas [2]. Assim, escolhemos um ntimero de
condigOes iniciais elevado para garantir uma cobertura razodvel do espago de fases a medida que
os parametros foram variados. No entanto, a escolha desse valor deve ser criteriosa, pois quanto
maior o numero de condigoes iniciais escolhidas, maior serd o tempo computacional consumido,
principalmente quando for necessario considerar transientes muito elevados [1].

O segundo caso analisado neste trabalho refere-se ao sistema fracamente dissipativo com va-
lores moderados de p. Nesse caso, a caracteristica predominante da dinamica é a coexisténcia de
miultiplas solugoes periddicas estaveis de baixo periodo que eventualmente se transformam em pe-
quenos atratores cadticos que persistem no espago de parametros por intervalos muito estreitos de
p. Para exemplificar este caso, a Figura 3 ilustra o comportamento multi estdvel do sistema para
v = 0.2. O diagrama de bifurcacio foi obtido plotando os cinco pontos finais apés 107 iteragoes
do mapa de 625 trajetérias com condigdes iniciais dadas por pares equidistantes de (61, 62) e 612
aleatdrias, com 0 5 € [0,27) e \9172\ < 10 para p € (0,7.5] e Ap = 0.012. Vemos que, tipicamente,
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Figura 3: Diagrama de bifurcagio para v = 0.2 e p € (0,7.5], com Ap = 0.012 e transiente de 107
iteracoes. Para cada p sao iteradas 625 trajetdrias a partir de posigoes iniciais equiespagadas no plano
(61,02) e velocidades iniciais aleatérias, com 612 € [0,27) e |01,2] < 10 .

o numero de solugoes periddicas estaveis coexistentes é maior que no caso de v = 1. Por exemplo,
quando p = 3.5 e v = 1, o ponto fixo do ramo principal coexiste com dois atratores periédicos de
periodo 2 e um atrator de periodo 4. Por outro lado, quando p = 3.5 e v = 0.2 ha 36 solugoes
coexistentes: 15 pontos fixos, cinco atratores de periodo 2, seis de periodo 3, seis de periodo 4, dois
de periodo 8 e dois de periodo 12. Além desses atratores periédicos, também identificamos dois
atratores quasi-periédicos simétricos de 12 bandas que nao haviam sido anteriormente detectados
e que serao explorados em contribuigoes futuras.

Vale notar que as curvas observadas nas Figuras 2 e 3 correspondem a projecoes bidimensionais
de solugoes em um espago quadridimensional, de forma que aparentemente ocorrem superposigoes
de solugoes. No entanto, esse efeito visual nao implica no cruzamento de solugoes no espago de
fases.

3 Caracterizagao da dinamica

Nesta secao discutimos algumas caracteristicas da dindmica nos dois regimes discutidos na
Secao 2. A fim de identificar a ocorréncia de solugoes cadticas, iniciamos calculando o méximo expo-
ente de Lyapunov em um conjunto representativo de trajetérias com velocidades iniciais aleatorias
para p € [5,7.5] e v = 1. A Figura 4 mostra o maior valor do maximo expoente de Lyapunov em
um conjunto de 625 trajetorias com condigoes iniciais aleatdrias para cada valor de p, indicando
a ocorréncia de dinamica cadtica intercalada com extensas regides de periodicidade. Notamos que
um ntimero de iteragoes transiente adequado deve ser descartado para obter os expoentes de Lya-
punov e que o valor necessdrio torna-se muito elevado quando 6.856 < p < 7.002, imediatamente
apos a crise de fronteira que destrdi o atrator do ramo principal.

Para ter uma ideia do aumento dos tempos caracteristicos do sistema, considere o caso com
p =699 e v = 1. Nossa investigagao prévia mostrou que os unicos estados assintéticos pre-
sentes sao dois pontos fixos com coordenadas P; = (w,2.02438121,5.81964141,16.1939614) e
Py = (m,4.25880409, —5.81964141, —16.1939614). Para identificar o tempo caracteristico que tra-
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Figura 4: Maior expoente de Lyapunov méximo para v =1 e p € [5,7.5]. Para cada p, calculou-se 0 Amaz
de 625 trajetorias com condigdes iniciais aleatdrias e plotou-se o maior valor do conjunto.

jetérias do sistema demoram para atingir P;, iteramos 625 trajetérias com condigoes iniciais
aleatérias e registramos o nimero de iteracoes até alcancar uma bola de raio menor que 1078
unidades do mapa em torno de uma das solugbes. Os resultados apresentados na Tabela 1 mos-
tram que mais de 97% das trajetérias requerem mais de 107 iteracoes. Em particular, 66,08%
das trajetérias apresentam um transiente de 108 a 10 iteracoes para alcancar o estado assintético
correspondente, enquanto que 18,24% tem um tempo transiente maior que 107 iteracoes.

Tabela 1: Porcentagem de trajetérias com transiente entre 0-10% e 10°-10'° iteracoes parav = 1 e p = 6.99.
Niteracses  0-10%  103-10*  10%-105  105-10  105-107 107-10% 10%-10° 10%-10%°
% 1.12 0 0 0.16 1.60 12.80 66.08 18.24

A ocorréncia de transientes muito longos também é uma caracteristica evidente no caso fra-
camente dissipativo mostrado na Figura 3, especialmente em p £ 3.3 e p £ 6.7. Esses longos
transientes ocorrem devido a crises de fronteira nas quais um ou mais pequenos atratores cadticos
de véarias bandas desaparecem ao colidir com érbitas periddicas instaveis nas fronteiras de suas
bacias. Contudo, a caracteristica dinamica mais importante nesse regime é a multiestabilidade.

Considere, por exemplo, o caso com v = 0.01 e p = 3.5. A Tabela 2 mostra o nimero n
de atratores de periodo P identificados para esse par de pardmetros. No total, detectamos 6960
Orbitas periddicas estaveis com periodo menor ou igual a 24. Além das solugbes mostradas na
Tabela 2 encontramos outros 114 estados assintéticos com periodo maior que 24, sendo o maior
perfodo detectado igual a 108. Para obter a contagem da Tabela 2 utilizamos 10° pares de 6 » em
uma grade quadrada de 61 2 € [0,27) e valores aleatdrios de 0'172, com \0.172\ < 200.

Tabela 2: Ndimero (n) de tratores de perfodo P detectados para v = 0.01 e p = 3.5.
P 1 2 3 4 5 6 8 10 12 13 15 16 18 21 24

n 2032 45 2459 931 90 14 & 58 1006 15 143 100 1 2 56

E importante destacar que o numero de atratores obtido é, na verdade, um limite inferior da
quantidade total de solugoes periddicas estaveis coexistentes, pois estados assintéticos com bacias
de atragao muito pequenas podem nao ser detectados devido a resolucao limitada da grade. En-
tretanto, grades muito finas resultam em tempos computacionais extremamente elevados para a
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detecgao, identificagao e contagem de estados assintéticos coexistentes no caso de forte multiesta-
bilidade. Assim, a investigacdo extensiva deste sistema depende da avaliacdo cuidadosa da relagao
tempo-acuracia das exploragoes numéricas realizadas.

4 Consideragoes finais

Neste trabalho investigamos a dinamica de um mapa quadridimensional que modela um sistema
mecanico conhecido como rotor duplo pulsado, refinando e estendendo resultados obtidos anteri-
ormente na literatura. Especificamente exploramos dois regimes dindmicos distintos, construindo
diagramas de bifurcacao e caracterizando a dindmica em termos dos expoentes de Lyapunov, dos
longos transientes que aparecem apds crises de atratores e da multiestabilidade do sistema.
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