
Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics

Codificação de Índice a partir de Códigos Reed-Solomon
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Resumo. O problema de codificação de ı́ndice sujeito a erros de transmissão foi inicialmente
considerado por Dau et al. [5]. Neste trabalho estabelecemos uma conexão entre codificação de
ı́ndice e códigos corretores de erros, por meio da construção de árvore para códigos ćıclicos aninhados
proposta em [3]. Implementamos algoritmos para a construção de árvore na linguagem MatLabr,
que ajudam a solucionar alguns problemas de implementação encontrados em [3]. Verificamos que
para códigos ćıclicos nem sempre haverá aumento na capacidade de correção de erros entre os ńıveis
da árvore, motivo pelo qual restringimos este estudo, inicialmente, aos códigos Reed-Solomon, por
se tratarem de códigos MDS, o que garante um aumento da distância de Hamming a cada ńıvel. Isso
significa que, sob certas condições, o conhecimento de informação lateral será interpretado como
um aumento na capacidade de correção de erro pelo decodificador.
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1 Introdução

O problema clássico de codificação de ı́ndice livre de rúıdo, consiste de um remetente com k
mensagens independentes w1, . . . , wk e um canal de broadcast com múltiplos receptores, onde cada
receptor demanda um subconjunto de mensagens, enquanto conhece os valores de um subconjunto
diferente de mensagens como informação lateral. Sejam R1, . . . , Rn os n receptores e suponha que
Si representa a informação lateral e Di a demanda do receptor Ri, onde Si,Di ⊂ {1, . . . , k}. O
objetivo é encontrar um esquema de codificação, chamado codificação de ı́ndice, que satisfaça a
demanda de todos os receptores e use um número mı́nimo de transmissões.

Consideramos o caso espećıfico de codificação de ı́ndice para canais de broadcast discretos
com rúıdo, em que todos os receptores demandam todas as mensagens da fonte, ou seja, Si ∪
Di = {1, . . . , k}. Diante disso, surge a possibilidade de se projetar códigos corretores de erros
cujo mapeamento das mensagens em palavras códigos é tal que o decodificador pode aumentar
a distância de Hamming em um receptor que tem conhecimento prévio dos valores de algum
subconjunto das mensagens como informações laterais.

Estamos supondo que o transmissor desconhece o subconjunto de mensagens já conhecido no
receptor e executa uma codificação de modo que qualquer informação lateral posśıvel possa ser
usada de forma eficiente no decodificador. A noção de múltipla interpretação foi introduzida
em [9], mostrando que quanto maior a quantidade de informação lateral dispońıvel no receptor,
maior será a capacidade de correção de erro na decodificação. Os códigos constrúıdos também
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devem ser úteis como códigos de correção de erros para codificação de ı́ndice quando o receptor
não possui informações laterais, ou seja, quando Di = ∅.

O objetivo deste trabalho é apresentar a codificação de ı́ndice, por meio da construção de árvore
para códigos ćıclicos aninhados proposta em [3]. Nos restringimos aos códigos Reed-Solomon por se
tratarem de códigos MDS (máxima distância de separação), o que garante um aumento da distância
de Hamming a cada ńıvel da árvore. Isto significa que, sob certas condições, o conhecimento de
informação lateral será interpretado como um aumento na capacidade de correção de erro pelo
decodificador.

2 Conceitos Preliminares

2.1 Codificação de Índice

O objetivo da codificação de ı́ndice é realizar uma codificação conjunta de mensagens, visando
atender simultaneamente a demanda de todos os receptores, enquanto transmite a mensagem
resultante na taxa mais alta posśıvel. Para detalhes mais aprofundados sobre codificação de ı́ndice,
sugerimos [2].

Considere o sistema de comunicação sem fio, mostrado na Figura 1, ilustrando o problema de
codificação de ı́ndice. O receptor Ri está interessado na mensagem wi, i ∈ {1, 2, 3}, e possui algu-
mas das outras mensagens como informações laterais. Em particular, o receptor 1 tem a mensagem
w3 como informação lateral, o receptor 2 tem w1 e w3 e o receptor 3 tem w1 e w2. O servidor
deseja enviar as mensagens aos receptores usando o menor número posśıvel de transmissões.

Figura 1: Codificação de ı́ndice com três receptores.

Considerando um canal livre de rúıdos, o servidor poderia comunicar todas as mensagens en-
viando uma por vez, fazendo três transmissões. Alternativamente, se o servidor transmitir duas
mensagens codificadas w1⊕w3 e w2, cada receptor pode recuperar sua mensagem desejada usando
as mensagens codificadas recebidas e as informações laterais dispońıveis, como vemos a seguir:

Receptor 1: (w1 ⊕ w3)⊕ w3 = w1.
Receptor 2: (w1 ⊕ w3)⊕ w2 ⊕ (w1 ⊕ w3) = w2.
Receptor 3: (w1 ⊕ w3)⊕ w2 ⊕ (w1 ⊕ w2) = w3.

2.2 Construção de árvore de códigos ćıclicos aninhados

A construção de árvore de códigos ćıclicos aninhados se propõe a:

i) Codificar de maneira independente diferentes pacotes de dados, fornecendo proteção contra
erros do canal;
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ii) Adicionar os pacotes codificados através de operações polinomiais e enviar o pacote resultante
C0;

iii) Corrigir os erros sobre C0 e, por fim, recuperar os dados no receptor através de operações
polinomiais.

2.2.1 Códigos ćıclicos aninhados

Um código aninhado pode ser caracterizado por um código global onde cada elemento é dado
por uma soma de palavras-código, cada uma pertencendo a um subcódigo diferente, isto é:

c = i1G1 ⊕ i2G2 ⊕ · · · ⊕ iNGN ,

onde ⊕ representa a soma módulo 2, a palavra código i`G` pertence a um subcódigo C` de C e
c ∈ C.

C = C1 + C2 + · · ·+ CN .

Consideramos uma classe mais restrita dos códigos aninhados, a classe dos códigos ćıclicos
aninhados, na qual os subcódigos são gerados por polinômios. Podemos então definir os códigos
ćıclicos aninhados, de maneira mais formal, como se segue:

Definição 1. Seja C = {C(x) ∈ Fq[x]; g(x)|C(x)} um t-código (um código capaz de corrigir t
erros) corretor de erro ćıclico, onde g(x) é o polinômio gerador.
C = 〈g(x)〉 é um ideal de Rn, mas também é um subespaço vetorial, e desse modo, podemos

escrever:

C(x) = p1(x)g1(x) + p2(x)g2(x) + · · ·+ pN (x)gN (x),

onde C`(x) = p`(x)g`(x), 1 ≤ ` ≤ N , é um pacote codificado pertencente ao t`-subcódigo corretor
de erro:

C` = {C`(x) ∈ Fq[x]; g`(x)|C`(x)},

gerado por g`(x) e satisfazendo as condições:

1) g`(x)|g`+1(x);

2) deg[C`(x)] < deg[g`+1(x)].

2.2.2 O método de construção de árvore

Considere uma árvore na qual o nó raiz está associado ao subespaço vetorial de um código
corretor de erro abrangente.

Defina o nó raiz da árvore como sendo o código C tal que:

Ci0 = 〈gi0(x)〉 = {Ci0(x) ∈ Fq[x]; gi0(x)|Ci0(x)}.

Este subespaço corresponde a um t0-código corretor de erro ćıclico, dado por Ci0(n, ki0) gerado
pelo polinômio gi0(x).

Uma árvore de códigos ćıclicos aninhados é uma árvore finita que satisfaz as condições:

1) Cada nó interno pode ser subdividido em outro nó interno e um terminal;
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2) O j-ésimo nó interno está associado com um subespaço linear Cij ⊂ Fn
q de dimensão kij e

pode ser subdividido da forma:

Cij = Ci(j+1) + Ct(j+1) com Ci(j+1) ∩ Ct(j+1) = {0}.

Se ki(j+1) = dim Ci(j+1) e kt(j+1) = dim Ct(j+1), então kij = ki(j+1) + kt(j+1).

3) Todos os subespaços associados com os nós internos devem ser códigos de blocos lineares
ćıclicos definidos por um polinômio gerador;

4) Se Cij = 〈gij(x)〉 e Ci(j+1) = 〈gi(j+1)(x)〉, então gij(x)|gi(j+1)(x). Além disso, gij(x)|xn − 1
para qualquer gij(x);

5) Para encerrar, o último nó interno não terá ramificações.

Seja pj(x) o pacote de dados associado ao j-ésimo nó terminal, para 1 ≤ j ≤ T . A codificação é
dada por:

Cj(x) = pj(x)gi(j−1)(x).

Os pacotes codificados são somados e a palavra código resultante é enviada.

C0(x) = C1(x) + C2(x) + · · ·+ CT (x).

Favor consultar [3] para maiores detalhes sobre o processo de codificação utilizando a construção
de árvore.

3 Construção de Árvore: Algoritmos e Considerações

Os programas (m-files) em MatLabr para a construção de árvore, que podem ser encontrados
em [1], permitem efetuar os cálculos em corpos finitos fazendo as devidas transformações da re-
presentação inteira para potências de α, baseadas na Tabela 1. A seguir, exemplificamos a ideia
central do algoritmo.

Exemplo 1. Para T = 3 seja Ci0(7, 5) um código de Reed-Solomon em GF (8) e kt1 = kt2 = 2 as
dimensões dos subespaços Ct1, Ct2, respectivamente. O último nó está associado a Ci2 de dimensão
ki2 = 1. Os pacotes p1(x) = x+ α2, p2(x) = α3x+ α estão associados aos nós terminais e ambos
tem comprimento 2, o pacote p3(x) = α5 está associado ao último nó e tem comprimento 1.

Figura 2: Construção de Árvore.

Seja α o elemento primitivo de GF (8), então os polinômios geradores são:
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1) deg(gi0(x)) = n− ki0 = 2 ⇒ gi0(x) =

2∏
j=1

(x− αj) = x2 + α4x+ α3.

2) deg(gi1(x)) = n− ki1 = 4 ⇒ gi1(x) =

4∏
j=1

(x− αj) = x4 + α3x3 + x2 + αx+ α3.

3) deg(gi2(x)) = n− ki2 = 6 ⇒ gi2(x) =

6∏
j=1

(x− αj) = x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1.

Considere os pacotes p1(x) = x + α2, p2(x) = α3x + α, p3(x) = α5, ou seja, p1 = [1, 4], p2 =
[3, 2] e p3 = [7], de acordo com a Tabela 1.
Codificando os pacotes, temos:

C1(x) = p1(x)gi0(x)
= x3 + αx2 + α4x+ α5.

C2(x) = p2(x)gi1(x)
= α3x5 + α5x4 + α6x3 + α2x2 + x+ α4.

C3(x) = p3(x)gi2(x)
= α5x6 + α5x5 + α5x4 + α5x3 + α5x2 + α5x+ α5.

Então, a palavra código a ser transmitida é dada por:

C0(x) = C1(x) + C2(x) + C3(x)
= α5x6 + α2x5 + 0x4 + α3x3 + 1x2 + 0x+ α4.

Tabela 1: Construção do Corpo GF(8).

Potência de α Elemento de GF(8) Binária Inteira

0 0 000 0
1 1 001 1
α x 010 2
α2 x2 100 4
α3 x+ 1 011 3
α4 x2 + x 110 6
α5 x2 + x+ 1 111 7
α6 x2 + 1 101 5

Considerando a construção de árvore baseada em códigos Reed-Solomon e supondo que o re-
ceptor tenha informação lateral dispońıvel, quando haverá ganho na capacidade de correção?

Proposição 1 ( Sugerido por Barbosa e Costa, [3]). Devido à estrutura de aninhamento, a carac-
teŕıstica de capacidade de correção de erro variável só pode ser observada se houver uma remoção
sequencial dos pacotes associados aos nós, da raiz para o topo da árvore.

Demonstração. Supondo que C`(x), 1 ≤ ` ≤ T , é o primeiro pacote codificado conhecido no
receptor, então

C0(x) = p1(x)gi0(x) + · · ·+ p(`−1)(x)gi(`−2)(x) + p(`+1)(x)gi`(x) + · · ·+ pT (x)gi(T−1)(x)

= [ p1(x) + · · ·+ p(`−1)(x)q(`−1)(x) + p(`+1)(x)q(`+1)(x) + · · ·+ pT (x)qT (x) ]gi0(x).
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Portanto, C0(x) ∈ Ci0(n, kio), cuja capacidade de correção de erro é t0. Note que mesmo o receptor
conhecendo outros pacotes Cj(x), ` < j ≤ T , o resultado não se altera. Por outro lado, se todos
os pacotes Cj(x); 1 ≤ j < `, são conhecidos pelo receptor, podemos escrever

C0(x) = p(`+1)(x)gi`(x) + · · ·+ pT (x)gi(T−1)(x)

= [ p(`+1)(x)q(`+1)(x) + · · ·+ pT (x)qT (x) ]gi`(x),

assim, C0(x) ∈ Ci`(n, ki`), cuja capacidade de correção de erro é t` > t0, ocorrendo a igualdade
somente quando dmin(C`)− dmin(C0) < 2. �

Analisamos dois casos de construção de árvore de códigos ćıclicos, com os mesmos parâmetros a
cada ńıvel. Em um deles não se observa aumento na capacidade de correção de erro do penúltimo nó
interno para o último nó da árvore. Isso se dá pela variedade de possibilidades de polinômios gera-
dores para um código ćıclico de parâmetros (n, k). Como resultado, demonstramos na Proposição
2, que para códigos Reed-Solomon essa caracteŕıstica de aumento da capacidade será garantida
desde que:

kij − ki(j+1) ≥ 2, ∀ j = 0, . . . , T − 1.

Exemplo 2. Seja Ci0(15, 10) um código ćıclico em GF (2) e kt1 = 4, kt2 = 2 as dimensões dos
subespaços Ct1, Ct2, respectivamente. O último nó está associado com Ci2 de dimensão ki2 = 4.

Considere a fatoração x15 − 1 = (1 + x)(1 + x3 + x4)(1 + x+ x2 + x3 + x4)(1 + x+ x2)(1 + x+ x4)
Caso 1. Considere os polinômios geradores:

• gi0(x) = (1 + x)(1 + x3 + x4). Então, dmin(Ci0) = 4 e t0 = 1.

• gi1(x) = gi0(x)(1 + x+ x2 + x3 + x4), dmin(Ci1) = 6 e t1 = 2.

• gi2(x) = gi1(x)(1 + x+ x2), dmin(Ci2) = 8 e t2 = 3.

Note que houve aumento da capacidade de correção de erro a cada ńıvel da árvore, o que não
ocorre no caso seguinte.
Caso 2. Considere agora os seguintes polinômios geradores:

• gi0(x) = (1 + x)(1 + x+ x4). Logo, dmin(Ci0) = 4 e t0 = 1.

• gi1(x) = gi0(x)(1 + x3 + x4), dmin(Ci1) = 6 e t1 = 2.

• gi2(x) = gi1(x)(1 + x+ x2), dmin(Ci2) = 6 e t2 = 2.

Proposição 2. Dado um código de Reed-Solomon de parâmetros (n, k), o qual tem distância
mı́nima d = n− k + 1, é posśıvel garantir um aumento da capacidade de correção de erro a cada
ńıvel da árvore desde que kij − ki(j+1) ≥ 2, ∀ j = 0, . . . , T − 1.

Demonstração. Devemos provar que ti(j+1) ≥ tij + 1, ∀ j = 0, . . . , T − 1. Sem perda de generali-
dade, fixe j = 0. Se ki0 − ki1 ≥ 2, então podemos escrever:

(−di0 + n+ 1) + di1 − n− 1 ≥ 2

di1 − 1 ≥ di0 − 1 + 2[di1 − 1

2

]
≥

[di0 − 1

2

]
+ 1

ti1 ≥ ti0 + 1.
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4 Conclusões

Este trabalho considera a codificação de ı́ndice a partir da construção de códigos ćıclicos ani-
nhados. Após a etapa de correção de erros no decodificador, ocorre a etapa de recuperação de
dados, que foi decrita em [3] da seguinte forma:

O j−ésimo pacote pj(x), para j < T , é decodificado pela operação:

pj(x) =
[C0(x) mod gij(x)]

gi(j−1)
e para j = T, pT (x) =

C0(x)

gi(T−1)
.

Observa-se que a operação de módulo elimina a infuência de todas as mensagens relacionadas a
polinômios de grau igual ou superior ao grau de gij , portanto, a informação desejada estará contida
no resto de uma operação de divisão, que é o efeito da operação de módulo. O quociente da última
operação de divisão fornecerá a informação desejada, pois todas as outras mensagens tem grau
inferior ao grau do polinômio divisor.

A constatação de que para códigos ćıclicos nem sempre haverá aumento na capacidade de
correção de erro entre os ńıveis da árvore, como considerado em [3], nos leva a buscar respostas
sobre como escolher adequadamente os polinômios geradores para um código de parâmetros (n, k)
e seus subcódigos, de modo a garantir subcódigos com maior distância de Hamming, ao ponto de
se observar aumento da capacidade de correção de erro entre os ńıveis da árvore. Um método
para construir cadeias de alguns códigos de bloco lineares, mantendo as distâncias mı́nimas (dos
subcódigos gerados) a maior posśıvel é apresentado em [8] e pode ser a resposta para essa busca.
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