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Resumo. O problema de codificagdo de indice sujeito a erros de transmissdo foi inicialmente
considerado por Dau et al. [5]. Neste trabalho estabelecemos uma conexdo entre codifica¢do de
indice e codigos corretores de erros, por meio da construgao de drvore para cddigos ciclicos aninhados
proposta em [3]. Implementamos algoritmos para a construgao de drvore na linguagem MatLab®,
que ajudam a solucionar alguns problemas de implementagdo encontrados em [3]. Verificamos que
para cédigos ciclicos nem sempre haverd aumento na capacidade de correcao de erros entre os niveis
da arvore, motivo pelo qual restringimos este estudo, inicialmente, aos cédigos Reed-Solomon, por
se tratarem de codigos MDS, o que garante um aumento da distancia de Hamming a cada nivel. Isso
significa que, sob certas condigoes, o conhecimento de informacao lateral serd interpretado como
um aumento na capacidade de corre¢do de erro pelo decodificador.

Palavras-chave. Codificacao de I/ndice7 Informagao Lateral, Cédigos Corretores de Erros, Corpos
Finitos.

1 Introducao

O problema classico de codificagao de indice livre de ruido, consiste de um remetente com k
mensagens independentes wy, ..., wy e um canal de broadcast com multiplos receptores, onde cada
receptor demanda um subconjunto de mensagens, enquanto conhece os valores de um subconjunto
diferente de mensagens como informagao lateral. Sejam Ry, ..., R, os n receptores e suponha que
S, representa a informagao lateral e D; a demanda do receptor R;, onde S;,D; C {1,...,k}. O
objetivo é encontrar um esquema de codificagao, chamado codificagao de indice, que satisfaca a
demanda de todos os receptores e use um nimero minimo de transmissoes.

Consideramos o caso especifico de codificagao de indice para canais de broadcast discretos
com ruido, em que todos os receptores demandam todas as mensagens da fonte, ou seja, S; U
D; = {1,...,k}. Diante disso, surge a possibilidade de se projetar cédigos corretores de erros
cujo mapeamento das mensagens em palavras codigos é tal que o decodificador pode aumentar
a distancia de Hamming em um receptor que tem conhecimento prévio dos valores de algum
subconjunto das mensagens como informagoes laterais.

Estamos supondo que o transmissor desconhece o subconjunto de mensagens ja conhecido no
receptor e executa uma codificacdo de modo que qualquer informagao lateral possivel possa ser
usada de forma eficiente no decodificador. A nocao de multipla interpretagao foi introduzida
em [9], mostrando que quanto maior a quantidade de informagédo lateral disponivel no receptor,
maior serd a capacidade de correcao de erro na decodificacao. Os cddigos construidos também
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devem ser uteis como cédigos de correcao de erros para codificagao de indice quando o receptor
nao possui informacoes laterais, ou seja, quando D; = (.

O objetivo deste trabalho é apresentar a codificacao de indice, por meio da construgao de arvore
para c6digos ciclicos aninhados proposta em [3]. Nos restringimos aos cédigos Reed-Solomon por se
tratarem de cédigos MDS (méxima distancia de separagio), o que garante um aumento da distancia
de Hamming a cada nivel da arvore. Isto significa que, sob certas condigoes, o conhecimento de

informacao lateral serd interpretado como um aumento na capacidade de corregao de erro pelo
decodificador.

2 Conceitos Preliminares

2.1 Codificagao de Indice

O objetivo da codificag@o de indice é realizar uma codificagao conjunta de mensagens, visando
atender simultaneamente a demanda de todos os receptores, enquanto transmite a mensagem
resultante na taxa mais alta possivel. Para detalhes mais aprofundados sobre codificagao de indice,
sugerimos [2].

Considere o sistema de comunicagao sem fio, mostrado na Figura 1, ilustrando o problema de
codificacdo de indice. O receptor R; estd interessado na mensagem w;, i € {1,2,3}, e possui algu-
mas das outras mensagens como informagdes laterais. Em particular, o receptor 1 tem a mensagem
w3 como informagao lateral, o receptor 2 tem w; e ws e o receptor 3 tem w; e wy. O servidor
deseja enviar as mensagens aos receptores usando o menor numero possivel de transmissoes.

Transmissor
w1, w2, W3 Dy run
(( )) 81 ws
D2 L Wo
w1 D w3, wo
82 LW, W3
S3 1w, wa

Figura 1: Codificacdo de indice com trés receptores.

Considerando um canal livre de ruidos, o servidor poderia comunicar todas as mensagens en-
viando uma por vez, fazendo trés transmissoes. Alternativamente, se o servidor transmitir duas
mensagens codificadas w; & w3 e ws, cada receptor pode recuperar sua mensagem desejada usando
as mensagens codificadas recebidas e as informagoes laterais disponiveis, como vemos a seguir:

Receptor 1: (w; @ ws) ® ws = wy.

Receptor 2: (wy @ ws) G wa & (w1 & ws) = ws.

Receptor 3: (wy @ ws) ® we ® (w1 ® wy) = ws.
2.2 Construcao de arvore de codigos ciclicos aninhados

A construgao de arvore de cédigos ciclicos aninhados se propoe a:

i) Codificar de maneira independente diferentes pacotes de dados, fornecendo protegéo contra
erros do canal;
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ii) Adicionar os pacotes codificados através de operagoes polinomiais e enviar o pacote resultante
Co;

iii) Corrigir os erros sobre Cy e, por fim, recuperar os dados no receptor através de operagoes
polinomiais.

2.2.1 Cdédigos ciclicos aninhados

Um cédigo aninhado pode ser caracterizado por um cédigo global onde cada elemento é dado
por uma soma de palavras-cédigo, cada uma pertencendo a um subcddigo diferente, isto é:

c=1G, @ing@"'@iNGN7

onde @ representa a soma modulo 2, a palavra cédigo iyGy pertence a um subcédigo C; de C e
ceC.

C=C+C+- +Cn.

Consideramos uma classe mais restrita dos cédigos aninhados, a classe dos cddigos ciclicos
aninhados, na qual os subcddigos sao gerados por polindmios. Podemos entao definir os cédigos
ciclicos aninhados, de maneira mais formal, como se segue:

Definicao 1. Seja C = {C(z) € F,lz]; g(z)|C(x)} um t-cddigo (um cédigo capaz de corrigir t
erros) corretor de erro ciclico, onde g(x) é o polindmio gerador.

C = (g(x)) é um ideal de R,,, mas também € um subespago vetorial, e desse modo, podemos
escrever:

C(z) = p1(x)g1(x) + p2(x)g2(z) + - - + pn(2)gn (),

onde Co(x) = pe(x)ge(z), 1 < € < N, é um pacote codificado pertencente ao tg-subcddigo corretor
de erro:

Co = {Cu(x) € Fylz]; ge(x)|Ce()},
gerado por ge(x) e satisfazendo as condigies:
1) ge(z)|get1(z);

2) deg[Cy(x)] < deg[gera(z)]-

2.2.2 O método de construgao de arvore

Considere uma arvore na qual o né raiz estd associado ao subespaco vetorial de um cddigo
corretor de erro abrangente.
Defina o no6 raiz da arvore como sendo o cédigo C tal que:

Cio = (gio(2)) = {Cio(x) € Fylz]; gio(x)|Cio(x)}-
Este subespaco corresponde a um tp-cédigo corretor de erro ciclico, dado por Cio(n, ki) gerado
pelo polinémio g;o(x).

Uma arvore de c6digos ciclicos aninhados é uma drvore finita que satisfaz as condigoes:

1) Cada né interno pode ser subdividido em outro né interno e um terminal;
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2) O j-ésimo né interno estd associado com um subespaco linear C;; C Fy' de dimensdo k;; e
pode ser subdividido da forma:

Cij = Cij+1) + Coj1y com Cigj1) N Cygny = {0}
Se ki(j+l) = dim Ci(j+l) e kt(j-l»l) = dim Ct(j+l)7 entao klj = ki(j+1) + kt(j+l)‘

3) Todos os subespagos associados com os nds internos devem ser cédigos de blocos lineares
ciclicos definidos por um polinémio gerador;

4) Se Cij = (gij(x)) e Ci(j+1) = (Fi(j+1)(v)), entdo gi;(x)|gi(j+1)(x). Além disso, g;;(x)[z" — 1
para qualquer g;;(z);

5) Para encerrar, o dltimo né interno nao terd ramificagoes.

Seja p;(x) o pacote de dados associado ao j-ésimo né terminal, para 1 < j < T. A codificacdo ¢é
dada por:

Cj(x) = p;(2)gi(j—1) (2)-
Os pacotes codificados sao somados e a palavra cédigo resultante é enviada.

Co(]?) = Cl(l') + Cg(l') + -+ CT(Z‘)
Favor consultar [3] para maiores detalhes sobre o processo de codificagdo utilizando a construcao
de arvore.
3 Construcao de Arvore: Algoritmos e Consideragoes

Os programas (m-files) em MatLab® para a construgio de 4rvore, que podem ser encontrados
em [1], permitem efetuar os célculos em corpos finitos fazendo as devidas transformacoes da re-
presentagao inteira para poténcias de «, baseadas na Tabela 1. A seguir, exemplificamos a ideia
central do algoritmo.

Exemplo 1. Para T = 3 seja Cio(7,5) um cddigo de Reed-Solomon em GF(8) e kyy = ko = 2 as
dimensoes dos subespacos Cy1,Cya, Tespectivamente. O ultimo no estd associado a Cio de dimensao
kio = 1. Os pacotes p1(z) = = + %, p2(z) = a3x + a estdo associados aos nds terminais e ambos
tem comprimento 2, o pacote pz3(x) = o estd associado ao tltimo né e tem comprimento 1.

Coa(7, ki = 1), 82 Co(T—1Lkp=3—1=2)
Ci (7, ki = 3), g Ca(7—3,ky=5-3=2)
Cio(7, ko = 5), gio

Figura 2: Construcao de Arvore.

Seja « 0 elemento primitivo de GF'(8), entéo os polindémios geradores sio:
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Considere os pacotes pi(z) = z + a?, pa(z) = a3z +, p3(x) = o, ou seja, p1 = [1,4], ps =
[3,2] e ps =[7], de acordo com a Tabela 1.
Codificando os pacotes, temos:

Ci(z) = pi(x)gio(z)
= 22+ ax?+ otz +ad.

Co(z) = pa(z)gn(2)
= a2’ +alrt + b2 + a2 + x4+ ot
Cs(x) = ps(x)giz() ,
= aPab 4+ aPx® + aPxt + Pz + aPx? + bz + ob.
Entao, a palavra codigo a ser transmitida é dada por:

C()(.’E) Cl (33) + CQ(I) + Cg(l‘)
= a®28 + a?2b + 02* + o®2® + 122 + 0z + o

Tabela 1: Construgao do Corpo GF(8).

Poténcia de @ Elemento de GF(8) Bindria Inteira

0 0 000 0
1 1 001 1
« T 010 2
o? x? 100 4
o? z+1 011 3
at 22+ 110 6
o A | 111 7
oS 22 +1 101 5

Considerando a construcao de arvore baseada em cddigos Reed-Solomon e supondo que o re-
ceptor tenha informagao lateral disponivel, quando havera ganho na capacidade de correcao?

Proposicao 1 ( Sugerido por Barbosa e Costa, [3]). Devido d estrutura de aninhamento, a carac-
teristica de capacidade de correcao de erro varidvel sé pode ser observada se houver uma remoc¢ao
sequencial dos pacotes associados aos nos, da raiz para o topo da drvore.

Demonstra¢ao. Supondo que Cy(x), 1 < ¢ < T, é o primeiro pacote codificado conhecido no
receptor, entao

Co(z) = pi(x)gio(®) + -+ pre—1)(®)git—2) () + Pes1)(T)gie(x) + - - + pr(2)gi(r—1) (@)
= [pi(@) + - +pe-1)(@)qe-1) (%) + Pes1) (®)qes1)(T) + - + pr(T)gr(T) |gio(z).
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Portanto, Cy(x) € Cio(n, ki), cuja capacidade de corre¢ao de erro é tg. Note que mesmo o receptor
conhecendo outros pacotes C;(z), £ < j < T, o resultado néo se altera. Por outro lado, se todos
os pacotes C;(x); 1 < j < £, sdo conhecidos pelo receptor, podemos escrever

Co(x) = pes1)(@)gie(x) + -+ pr(2)gsr—1) ()

= [P (@)(es1) (@) + -+ pr(@)gr(2) ]gie (),

)
assim, Cy(x) € Ci(n, kir), cuja capacidade de correcao de erro é ¢y > tg, ocorrendo a igualdade
somente quando dp,in(Cr) — dpmin(Co) < 2. a

Analisamos dois casos de construcao de arvore de cédigos ciclicos, com os mesmos parametros a
cada nivel. Em um deles nao se observa aumento na capacidade de corregao de erro do pentultimo né
interno para o ultimo né da arvore. Isso se d4 pela variedade de possibilidades de polinomios gera-
dores para um c6digo ciclico de pardmetros (n, k). Como resultado, demonstramos na Proposicao
2, que para cdédigos Reed-Solomon essa caracteristica de aumento da capacidade serd garantida
desde que:

kij_ki(j+1) >2, VvV 3=0,...,T—1.
Exemplo 2. Seja Cip(15,10) um cddigo ciclico em GF(2) e kyn = 4,kia = 2 as dimensdes dos
subespacos Cy1, Cya, respectivamente. O ultimo no estd associado com Cio de dimensao kio = 4.
Considere a fatoracio 21 — 1 = (1+2)(1+ 22 + a2 )1+ + 22 + 23 + 2 (1 + o+ 22)(1 + 2 + %)
Caso 1. Considere os polinémios geradores:

o gio(x) = (1+2)(1 + 2%+ 2%). Entdo, dynin(Cio) =4 etg = 1.
o gi(7) = gio(@) (1 +z+ 22+ 23+ 2%), dpin(Ci1) =6 e t; = 2.
o gﬂ(x) = gzl({E)(l + x4+ IE2), dmm(Cﬂ) = 8 € t2 = 3

Note que houve aumento da capacidade de correcao de erro a cada nivel da arvore, o que nao
ocorre no caso seguinte.
Caso 2. Considere agora os seguintes polinéomios geradores:

o gio(x) = (1+z)(1 +2+2*). Logo, dnin(Cio) =4 ety =1.
[ ] gzl(l') = gzo(x)(l + CL’S + .’E4), dmm(Cﬂ) =6e tl =2.
[ ] gzg(l') = gll(:v)(l +x + CC2), dmm(C’ZQ) =6e tQ =2.

Proposicao 2. Dado um cddigo de Reed-Solomon de pardmetros (n,k), o qual tem distancia
minima d =n — k 4+ 1, € possivel garantir um aumento da capacidade de correcdo de erro a cada
nivel da drvore desde que ki; — k1) >2, V j=0,...,7 -1

Demonstragao. Devemos provar que t;(;41) > tij +1, V j=0,...,T — 1. Sem perda de generali-
dade, fixe j = 0. Se ko — k;1 > 2, entao podemos escrever:

(—dio—i—n—i—l)—i—dﬂ—n—l 2 2

din—1 > dip—1+2

dip —1 dip — 1

fn—l] 1

= [P
tii > tio+ 1.
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4 Conclusoes

Este trabalho considera a codificagao de indice a partir da construcao de cédigos ciclicos ani-
nhados. Apds a etapa de correcao de erros no decodificador, ocorre a etapa de recuperacao de
dados, que foi decrita em [3] da seguinte forma:

O j—ésimo pacote p;(x), para j < T, é decodificado pela operagao:

pj(sc) = [Co(@) mod gij(m)] e para j=T, pr(z)= Col)

Ji(j-1) 9i(T-1) .

Observa-se que a operacao de modulo elimina a infuéncia de todas as mensagens relacionadas a
polinémios de grau igual ou superior ao grau de g;;, portanto, a informagao desejada estara contida
no resto de uma operacao de divisao, que é o efeito da operagao de médulo. O quociente da tltima
operagao de divisao fornecerd a informacao desejada, pois todas as outras mensagens tem grau
inferior ao grau do polindémio divisor.

A constatacao de que para codigos ciclicos nem sempre haverd aumento na capacidade de
correcao de erro entre os niveis da drvore, como considerado em [3], nos leva a buscar respostas
sobre como escolher adequadamente os polindmios geradores para um cédigo de parametros (n, k)
e seus subcddigos, de modo a garantir subcédigos com maior distancia de Hamming, ao ponto de
se observar aumento da capacidade de correcao de erro entre os niveis da arvore. Um método
para construir cadeias de alguns c6digos de bloco lineares, mantendo as distdncias minimas (dos
subcédigos gerados) a maior possivel é apresentado em [8] e pode ser a resposta para essa busca.
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