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Resumo Neste trabalho fornecemos condigbes necessérias ndo degeneradas de primeira ordem para
problemas de controle étimo discreto com restrigdes mistas usando uma condi¢do de regularidade
combinada do tipo Mangasarian-Fromovitz e posto constante. As condi¢bes de otimalidade foram
obtidas via formalismo de Dubovitskii-Milyutin.
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1 Introducao

Problemas de controle étimo discreto (ou problemas de controle étimo com tempo discreto)
aparecem no estudo da simulacao de sistemas praticos controlados onde as mudangas no estado e
no controle podem acontecer em periodos de tempo. No mundo real, diversos fendémenos acontecem
em intervalos discretos, por exemplo, os niimeros das importacoes e exportacoes sao relatados
trimestralmente. Outras aplica¢oes podem ser encontradas por exemplo em [9]. Logo, do ponto de
vista prdtico, o estudo de problemas de controle 6timo discreto (COD) é muito importante. Por
outro lado, do ponto de vista tedrico, a principio, pode-se pensar que os problemas COD nao sao
muito relevantes porque constituem um caso particular dos problemas programagao matemaética.
Ainda que os problemas COD possam ser reduzidos a um problema programacao matemaética,
mesmo assim este tipo de problema tem caracteristicas préprias. Portanto, é razoavel esperar que
as condigoes de otimalidade (necessdrias ou suficientes) para este tipo de problema também sejam
formuladas de uma maneira mais particular. Por esses motivos surge a necessidade de realizar um
estudo especifico de problemas COD (ver por exemplo [2], [4], [7], [8])-

Na literatura, os problemas COD foram tratados usando as hipdteses de regularidade tipo
Abadie ou MFCQ (ver por exemplo [7], [8]), onde foram consideradas restri¢bes de contorno de
igualdade ou restricbes de contorno de desigualdade. Além disso, hd muitos artigos tanto em
programagao néo linear como em controle étimo que usam a condigdo de posto constante (ver por
exemplo [1], [5]).
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O principal objetivo deste trabalho é apresentar condicoes necessarias de otimalidade de pri-
meira ordem para o problema de controle 6timo discreto com restrigdes mistas (isto é, problemas
COD com restrigoes de estado e de controle). Este tipo de restri¢oes sdo importantes pois pos-
suem diversas aplicagbes, por exemplo, o tamanho méaximo do crédito bancério factivel (controle
de investimento) pode depender do estoque de capital atual (varidvel de estado), ver [6]. Estas
condigoes necessarias de primeira ordem é uma versao discreta do Principio do Maximo e sao obti-
das via formalismo de Dubovitskii-Milyutin. H4 muitos trabalhos que usaram este formalismo para
obter condigbes de otimalidade, por exemplo em [3] é dado uma interessante prova do Principio
do Méximo de Pontryagim para problemas de controle étimo com tempo continuo e em [8] é feito
uma prova deste principio para o tempo discreto, ambos usando o formalismo.

2 Preliminares

O formalismo de Dubovitski-Milyutin é um método interessante para a andlise de uma extensa
variedade de problemas de otimizacao, elaborados de maneira mais abstrata, ou seja, as fungoes
podem ser definidas em espacos abstratos. Assim, este método pode ser usado para a andlise dos
mais variados problemas, como por exemplo, Problemas de Controle Otimo, Problemas de Pro-
gramacao Matematica, entre outros. Este formalismo fornece condigoes necessarias de otimalidade
para o seguinte problema de otimizagao:

Minimizar f(z) (Py)
sujeitoa €NV,

onde f : X — R, X é um espaco de Banach, V' é uma vizinhanca da solugao étima, e Q =
ﬁiii i, onde @Q;, para i = 1,...,[, tem interior ndo vazio e sdo conjuntos dados pelas restrigoes

de desigualdade, ;41 tem interior vazio e é dado por um sistema de restrigdes de igualdade.

Observagao 2.1. Nosso interesse é trabalhar com problemas do tipo (Py), mas na teoria geral
X pode nao ser um espaco de Banach, basta ser um espaco vetorial topoldgico, e 0s conjuntos Q;
podem nao ser dados por sistemas de igualdade e de desigualdade, podem ser restri¢oes abstratas.

A seguir enunciamos alguns resultados importantes, que serdo utilizados para a obtencao
das condigbes necessdrias de primeira ordem para o problema (P;) por meio do Formalismo de
Dubovitskii-Milyutin. .

Definigao 2.1. Dizemos que d € X é uma dire¢do de descida do funcional f : X — R no
ponto x* € X se existem um escalar € > 0, uma vizinhanga V' do vetor d e um nimero o =
alf,x*,d),a < 0, tais que para todo 0 < € < €* e qualquer d € V, f(z* + ed) < f(z*) + ea.

Definigao 2.2. Seja Q C X, com int Q # (). Dizemos que d € X é uma direcdo factivel em
relagao ao conjunto Q no ponto z* € Q se existem uma vizinhang¢a U do vetor d e um escalar
€* > 0 tais que, para todo € € (0,¢*) e todo d € U, x* + ed € Q.

Definigao 2.3. Seja Q C X. Dizemos que um vetor v € X € wma direcao tangente a @ no
ponto ©* se existem €* > 0 e uma fungdo r : (0,€*) — X tais que para todo € € (0,€*) temos
¥ +ev+r(e) €Q, |r(e)| = ole).

Observagao 2.2. Os conjuntos de direcoes de descida e factiveis sao cones abertos com vértice na

origem, enquanto o conjunto de dire¢oes tangentes € um cone com vértice na origem que geralmente
nao € aberto nem fechado.
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Definigao 2.4. Seja K um cone em um espago vetorial topoldgico Y com vértice na origem. O
cone dual K* C Y" € definido por K* ={l € Y* :i(z) >0 para todo x € K}, ou seja, K* ¢é
definido como o conjunto de todos os funcionais lineares continuos nao negativos em K, onde Y*
¢ o dual topoldgico do espago Y (Note que K* é um cone convexo com vértice na origem).

Teorema 2.1. (Dubovitskii-Milyutin) Sejam Cy o cone das dire¢des de descida de f no ponto
x*, C; o cone das diregdes factz’veis a@Q; (i=1...,¢) no ponto z* e Cpy1 0 cone das diregcies
tangentes a Q1 no ponto x*. Suponha que todos os cones sdo convexos. Se o funcional f assume
um minimo local em @ = ﬁ“‘lQl no ponto x* € Q, entdo existem funcionais lineares continuos

xi €CF,i=0,...,£+1, ndo todos nulos, que satisfazem a sequinte equaga@o Zi:o xi = 0.

Observagao 2.3. Com as condi¢coes do teorema anterior seque o sequinte resultado: Uma condi¢do
suficiente para assequrar xo 7 0 € que exista ao menos uma dire¢do factivel e uma dire¢do tangente,

isto é, N‘T1C; # 0.

A seguir consideremos o seguinte problema de controle 6timo discreto com restricoes mistas:

Minimizar Z Y (2, k)

sujeito a 1 = fe(zr,ur), k=0,...,N, (Py)
b(xo, X1y s TNF1, U0, un) =0, @(zo,zn41) =0,
g(‘TOa‘Tlv"'7IN+15U‘07""UN) SO? ¢(-T0,IN+1) O

onde ¢, : R"xR™ — R, f, : R*"xR™ — R”, paratodo k = 1,..., N, b: R*V+2) x RN+ _, R
@ :R"xR" = R, g : RMN+2) ) RN+ 5 R7s ¢h: R™ x R® — R"%, séo fungdes continuamente
diferencidveis em relacdo a = (xg,21,...,ZN+1) € = (Ug, ..., UN).

Definicao 2.5. Um processo factivel é um par (x,u) que satisfaz as restrigoes do problema (Py).
Além disso, dizemos que (x*,u*) é um processo dtimo local se existe € > 0 tal que

N N

E ‘rk7uk E xk,Uk;

k=0 k=0
para todo processo factivel (x,u) que satisfaz
lew — 25l <€,k=0,...,N+1,|lur —uil| <e¢, k=0,...,N.

Para obter condi¢oes necessarias de primeira ordem para o problema (P;) usando o formalismo
de Dubovitskii-Milyutin precisamos primeiro reescrever o problema (P;) da seguinte forma

Minimizar Fy(z,u) (P3)
sujeito a QNV,

onde Q=QpNQr, Qp = {(z,u) € R"N+2) x RN+ . fy(x,u) = 0},
Qr = {(z,u) € R*WV+2) x ]Rm(N‘H) : Fr(z,u) < 0}, V ¢ uma vizinhanga da solugdo étima,

N
Fy : RPVH2) 5 RN+ 5 R ¢ definido por Fo(x,u) = . ¢z, ug),
k=0

Fp Rr(N+2) o Rm(N+1) _y Rn(N+2) « R x R™ & dado por

Fg(z,u) = (xr11 — fo(zo,u0), ..., 2n41 — fn(zn,un), (0, N 41), b(z,u)),
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e Fy : RPV+2) 5 RN+ wR™ x R" é definido como Fj(z,u) = (¢(x0, zn41), 9(z,u)). Dado
um processo factivel (z*,u*), consideremos os seguintes conjuntos de indices: I(z*,u*) = {j €
{1,..,re} + ¢5(*,u*) = 0} e Iy(a*,u*) = {j € {1,...,74} : gj(z*,u*) = 0}. Uma vez obtido o
problema (P3), precisamos determinar, no processo étimo (z*,u*), o cone das restrigdes de descida
da fungao objetivo (denotado por D(Fy, (x*,u*))), o cone das diregdes tangentes a Qg (denotado
por T(Qg, (z*,u*))) e o cone das direcoes factiveis a Q; (denotado como V(Qr, (x*,u*))), e seus
cones duais denotados por D(Fy, (z*,u*))*, T(Qg, (z*,u*))*, V(Qr, (z*,u*))*.

3 Resultados Principais

Usaremos uma condigao de regularidade com a finalidade de obter condigoes nao degeneradas
no Principio do Méximo Discreto a qual é mais forte que a regularidade dada em [8], porém mais
facil de manipular computacionalmente. Tal condicao é definida da seguinte forma.

Definigao 3.1. Seja (z*,u*) um processo factivel. Dizemos que (x*,u*) € um processo reqular se
existe uma vizinhang¢a V' de (x*,u*) tal que:

o VEg(x,u) tem o mesmo posto para cada (x,u) € V.
o FExiste (s,t) € NuVFg(z*,u*), s = (S0,.-.,8N+1),t = (to,...,tn) tal que
Vgi(z*,u*) " (s,t) <0, j€&I(z* u"),
Vzo@-(m*,u*)-rso + VIN+1¢j(I*,u*)TSN+1 <0, jelg(z* u¥),
Definimos a fungdo Hamiltoniana associada ao problema (P»)

Hy, : RPVH2) o RINAD o N+ o R x R™ x R™ — R,

T Tg
como Hk($7u7pa§,A7:u> = pz-}-lfk(xk?uk) - fl/}k(x/wuk) - ZlAzbl(:E>u) - ‘21 Mjgj(x7u)
1= Jj=

Teorema 3.1. Seja (z*,u*) = (2§,..., TN 1, Ups -+, UNyq) UM processo 6timo local do problema
(Py). Se (x*,u*) é um processo regular, entdo existe (p, &, N, 7, p,1) € R*MVTD 5 R x R™ x R™ x
R xR™, £>0,u; >0,1=1,...,74,m; 20, j=1,...,7r¢, tais que as sequintes condi¢oes sao
satisfeitas:

(i) Equacdo adjunta:

pk:VIka(x*7U*vpk+1v>‘7/1')a k:]-va

(ii)) Condigdo de transversalidade:

TLp 7’¢
vono(fL'*,U*,pl, Aaﬂ) = Z’)’ivx.g(ﬁi(xg; x7V+1) + anvrogﬁj(xax;;\/—i—l)’
i=1 j=1
Tb Tg
PN4+1 = — Z AiVay o b(z" u") + Zﬂjva+lg($*, u)+
i=1 j=1
’I“q, T¢
Z%vwzwrl(pi(mév x?\fﬂ) + Z njva+1¢j (msv 'T}{\/Jrl)
i=1 =1
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(ii) Condigdo de estacionaridade:
Vo He (@ 0" pry1, A, p) =0, k=0,...,N.
(iv) Condicao de complementaridade:
wigi(z®u*) =0, j=1,...,ry, n;¢;(x"u")=0, j=1,...,74.

Ideia da prova. A caracterizagao dos cones D(Fy, (z*,u*)), V(Qr, (z*,u*)) e seus duais podem
ser encontrados seguindo a mesma ideia usada em [3], mas para caracterizar o cone T(Qg, (z*,u*))
serd usada a condicao de posto constante nas restricoes de igualdade. Aqui utilizamos o Teorema

1 (ver [5]). Assim, obtemos os cones da seguinte forma:
N

D(.F(),(IE*7U*)) _ {(S,t) ERTL(N+2) XRW(N"FI) . Z(vkak($z7u2)—l—sk+
k=0

vukwk(xzv UZ)Ttk) < 0}7

N
D(Fy, (@*,u”))" = {lp € R N2 RN 4o (s,8) = =€ (Vo ], uf) s +
k=0

Vuqu/]k(xz?uZ)Ttk)vf > O}a
V(Qr, (@"u") = V(Qn(a*,u")(V(Qr, (&",u")),

V(Qr, (z",u")) = (N V@, @ u)); V(Qn @@ u))= [] V(@] =" u)),

jE€ly(z*,u*) je€Ig (x> u*)
V(Q),, (@ u) = {(s,t) e R"VF S RMNID 0w 625, 23y ) Tso +

Vianar 85 (25, Th1) T sne1 < 0},5 € Ip(a*,u®),
V( }2, (z*,u")) = {(s,t) € RMN+2) o RN+ ngj(x*,u*)Ts +
Vugj(x*,u*)Tt <0,}, jelg(a*,u").

V(Qr (" u")* = {lp € (RMVTD x RNy~

lZ(Sat) = Z nj(V$o¢j(x8’ x?V+1)T80 + VxN+1¢j($Svff7v+1)T3N+1)

Jely(z*,ux)

+ Z 1 (Vagi (@, u™) Ts + Vg (@, u*) ')}

JEIg(x*,u*)

T(Qp,(z"u") = NuVFg(z",u).
T(Qg, (x*,u*))* = {l; € (RH(N+2) « Rm(NJrl))* :
N
li(s,t) = Z<Z§k+1v Vo Fie(@hs wi) sk + Vg [ (Th, wi )tk — Skt1) +
k=0

<_’Y7 VI()SO(w*a U*)SO + VIN+1 @($*7 U*)SN+1> + <_/\7 Vb(l‘*, u*)(87 t)>}

Uma vez que foram determinados os cones e seus duais, se aplica o Teorema 2.1(Dubovitskii-
Milyutin), segue que existem ly € D(Fy, (z*,u*))*, l; € T(Qg, (z*,u*))* e la € V(Qr, (z*,u*))*,
nao todos identicamente nulos, tais que ly + I3 + I3 = 0. Para cada (s,t) € R (N+2) o R(N+1)
temos lo(s,t) + 11(s,t) + l2(s,t) = 0. Logo, obtemos

N

N
=& | 3 (Vo (g, up) Tse + vukwmmzﬂw} + 2 {=Prt1, ka1 — Vay fr(ag, up)sk—
k=0 k=0

Vukfk(xZ?ult)tk> + <*>‘a Vb(x*7U*)(57t)> + <777 Vzosﬁ(fﬁﬁaﬁrﬂ)so + VINHW(T/& I7V+1)5N+1>
+<_:U'7 v9($*7U*)(svt)> + <_777 Vzogb(xévx};\f—i-l)so + VmN+1¢(x37$7V+1)SN+1> = 0.
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Reordenando termos e aplicando as propriedades de operadores adjuntos, levando em conta que a
equacdo anterior se cumpre para todo (s,t) € R*V+2) 5 RN+ "em particular se (s,t) = (s,0),

e definindo M = [My M; --- My+1les=[so s1 -~ sny1] ,onde
MO = szo¢0($3aU8) - VwofO(xaquk))Tpl + Vwob(x*au*)—r)‘ + Vwog(x*a U*)T:u +
V:EO(P(xSa "E*N+1)T’7 + va:u(b(wga m}KVJrl)TTh
M, = gvkak(xz’ ult) +PE— vxkfk(xza UZ)Tpk-H + ka,b(a:*,u*)T)\ +
Ve g u*) u, parak=1,... N,
_ * *\ T * *\ T * * T
MN+1 - pN+1+v93N+1b(x , U ) )\+va+19($ , U ) N+VIN+ISO(‘(EO7$N+1) ’y—’_

* * T
V570N+1 (b(an -TNJrl) 7,
obtém-se que Ms = 0 para todo s € R™N*2) de onde M = 0. Isto significa que

vo:ofO(xév US)Tpl - §on¢o(f€f§7 US) - va:ob(x*7 U*)T)‘ - Vmog(m*v U*)TM = Vwo@(x(’;a $4]<V+1)T7
+VT0¢(‘T;7 I*N+1)T777

Pr = vz;‘fk(x;; UZ)Tkarl - gvkak(x?;v U;Z) - vl’kb(m*? u*)T)‘ - kag(x*’ U*)T;U'7 k=1,...,N,
PN+1 = 7V1N+1b(1’*7 U*)T)‘ - va+1g(33*, U*)TN - VZEN-H QD(I’S, x>;V+1)T7 - V1N+1¢(‘T87 x}kv+1)T77~
Portanto, a equagao adjunta e a condigao de transversalidade sao satisfeitas. De maneira analoga,
considerando agora (s,t) = (0,¢) temos a condi¢ao de estacionaridade. A condi¢ao de complemen-
taridade segue do fato que o conjunto das diregoes factiveis esta associado com as restrigoes ativas.
Por tltimo, considerando a Observacdo 2.3 e a condicao de regularidade (Definigao 3.1) concluimos

que o multiplicador £ # 0. Assim o resultado é demonstrado. ]
A seguir apresentamos um exemplo que satisfaz as condigGes do teorema anterior.

Exemplo 3.1.

Minimizar (x(()l))2 + (3382))2 + (Uél))2 + (uéz))z + (Ugl))z + (ng))z
(1)

sujeito a = x(()l) + ugl), zEZ) = :céQ) + u(()Q),
A =0 D, ol =l 2

:1782) + xgl) + uéQ) + u§2) =0, xél) + x(22) =0, (:17(()1) + :179)2 =0,
:1782) — x?) - xél) - ugf) - ugl) <0,

onde xp = (m,(cl),xf)) €eR? k=0,1,2, eur = (u,(cl),u,(f)) c€R? k=0,1.
Pode-se notar que (z*,u*) = (0,0) € um processo dtimo e satisfaz a condigao de regularidade,
pois VFg(x,u) tem posto constante 6 em uma vizinhanga do processo factivel (0,0), onde

-1 0 1 00 0 -1 0 0 0
0 -1 0 1 0 0 0 -1 0 0

0 0 -1 0 1 0 0 0 -1 0

VFp(z,u) = 0 0 0 —10 1 0 0 0 -1
1 0 0 00 1 00 0 0

2042y 0 0 0 0 2@V +2P) 0 0 0 o0

0 1 1 00 0 0 1 0 1

Além disso, NuV Fg(0,0) = span{vy,ve,v3,v4}, onde vy = (—=1,1,—1,1,-1,1,0,0,0,0) ",
U2 = (07713070707030317070)T7 U3 = (070707031307070713 )T’ Vg = (077130771703050707071)T'
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Assim, considerando z = vo + vz = (0,—1,0,0,1,0,0,1,1,0)" € NuVFg(0,0), como

VF7(0,0) = (0,1,0,—1,-1,0,0,—1,—1,0) ", seque que VF7(0,0)" 2 = —4 < 0. Assim, a Defini¢do
3.1 estd satisfeita. Logo, pelo Teorema 3.1, emiste (p,&, v, A pu) € R* x R x R x R x R, com
& # 0, tal que as condigcoes do Teorema 3.1 sdo satisfeitas, em particular podemos considerar
p=0,=1,A=0,vy=(0 1T ep=0.

4 Conclusoes

Neste trabalho, obtivemos condi¢oes necessarias nao degeneradas de primeira ordem para pro-
blemas de controle 6timo discreto via formalismo de Dubovitskii-Milyutin, usando uma condigao
de regularidade combinada tipo posto constante e Mangasarian-Fromovitz. Estas condigoes ne-
cessarias nao degeneradas podem ser vistas como uma versao do principio do maximo para pro-
blemas de controle 6timo discreto com restrigoes mistas.
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