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Resumo. Buscamos investigar o uso de derivadas fracionédrias no modelo SIR, tanto analiticamente
quanto por meio de simulagdes. Nos interessamos pelos questionamentos de persisténcia de carac-
teristicas na transicdo do modelo inteiro para o fracionario. Em particular, analisamos unidades,
conservagao da populagao, a impossibilidade de utilizar a derivada de Riemann-Liouville, cuidados
com a nao negatividade e a monotonicidade e, finalmente, o ponto de pico e os equilibrios.
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1 Introducao

A matemaética estd desempenhando um papel cada vez mais importante na fisica e nas ciéncias
biolégicas, fazendo ressurgir o interesse por técnicas modernas e classicas da matematica aplicada
[4]. A biologia se torna mais quantitativa e, por um lado, temos a realidade fisica, fornecendo dados.
Por outro, a elaboracao de hipéteses e teorias que buscam organizar a realidade por meio de leis
matematicas: é a construgao de um modelo. O modelo criado, entao, é estudado matematicamente
e computacionalmente, apds o que necessita ser confrontado com os dados para sua validagao.
Assim, a teoria matematica e a realidade se retroalimentam de maneira continua.

A modelagem fraciondria permite capturar a dependéncia de estdgios anteriores em materiais
ou processos e, nesse contexto, torna mais préximos da realidade fenémenos biolégicos, reolégicos,
sistemas mecénicos, elétricos etc [22]. Comumente, um modelo ji existente é flexibilizado pela
substituicao da ordem inteira da derivada por uma fraciondria. Em particular, modelos tipo SIR
tém sido largamente estudados com ordens fraciondrias (exemplos sdo citados ao longo do texto).

Embora essa substitui¢ao possa produzir estimativas muito acuradas, questionamos: quais ca-
racteristicas do modelo original sdo mantidas? A mudanca na ordem das derivadas estabelece
automaticamente modelos consistentes quanto a definicao de parametros, significado fisico, con-
servacao e unidades? O que dizer sobre nao negatividade, monotonicidade (quando houver), entre
outras questoes? O uso de técnicas para resolver esses modelos analiticamente ou numericamente
é um campo interessante por si s6. Porém, do ponto de vista da modelagem, é importante tentar
verificar como, onde e por que as derivadas fraciondrias interferem no modelo. Esses questiona-
mentos sao trabalhados na Segdo 3, apds alguns preliminares. Na Secao 4, comparamos teoria e
resultados numéricos e, na Conclusao, citamos um exemplo diferenciado de modelagem fracionéria.

2 Preliminares

Nesta segao, apresentamos as principais definigoes e resultados utilizados no trabalho.

2.1 O Calculo Fracionario

Em uma carta de 1695, I’'Hopital questionou Leibniz sobre a possibilidade e o significado de uma
derivada de ordem 1/2, acontecimento que pode ser considerado como o nascimento do Célculo Fra-
ciondrio. Nos trés séculos seguintes, importantes avangos foram realizados por Liouville, Riemann,
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Griinwald, Caputo e muitos outros. Porém, somente apds a primeira Conferéncia Internacional so-
bre Célculo Fracionario e Aplicagdes, em 1974, o ntimero de pesquisadores do Célculo Fracionario
apresentou grande crescimento, sendo inclusive propostas novas formulacées. Atualmente, con-
gressos e simpdsios ocorrem com mais frequéncia e regularidade, tendo sido realizada em 2020 a
Primeira Conferéncia Online sobre Cdlculo Fraciondrio Moderno e suas Aplicagoes (OCMFCA-
2020). O leitor poderd consultar a referéncia [19] para uma cronologia resumida de publicagoes
em Célculo Fracionéario no periodo de 1695 a 2019, assim como para definigcoes e resultados gerais.

Abaixo, consideramos [a,b] C R, o € R¥ , uma funcao f € LP[a,b],p > 1,en—1 < a < n, com
n € N. A derivada de ordem inteira n é representada por D" e I' é a fungao gama.

Definigao 2.1. A integral fraciondria de Riemann-Liowville de ordem « € definida para t € [a, b]

por
o 1 k o
IO = g [ =07 @) (1)
Definicao 2.2. A derivada fraciondria de Riemann-Liouville de ordem « € definida para t € [a, b
por
D0 = o () [ -0 0 )
“ ¢ T I'(n—a)\dt" ) J, '
Em outras palavras,
¢ EDYf(t) =DM P f (D). (3)

Definigao 2.3. A derivada fraciondria de Caputo de ordem « € definida para t € [a,b] por

« _ 1 K n—a—1 dn
SDYf(t) = m/a (t—0) Wf(@)d@. (4)

Em outras palavras,
DY f(t) = o] [D" f(1)]. (5)

Se f é continua, a integral fracionaria de Riemann-Liouville é o inverso a direita tanto da
derivada fraciondria de Riemann-Liouville quanto daquela de Caputo [21], isto é, ¢ Dg,J& f(t) =
R=Lpe,J2 f(t) = f(t). Utilizamos ainda, neste trabalho, o seguinte resultado:

Proposicao 2.1. A transformada de Laplace da derivada fraciondria de Caputo é dada por [19]:
n—1

L[5 DT F(0))(s) = s"LIFW)(s) = Y s 7 P(0). (6)
k=0

Observagao 2.1. Em (6), as condigdes iniciais envolvem derivadas de ordem inteira em um
ponto. Além disso, a derivada de Caputo de uma constante é zero, o que pode favorecer sua
utilizagao. Quanto a redugao a ordem inteira, as derivadas fraciondrias de Riemann-Liouville e
Caputo possuem compatibilidade reversa, isto €, lilirk CDaf(t) = olélgil R=LpDef(t)y = D f(t) [21].
Mas, enquanto lim E-LD2f(t) = D" 1f(t), temos lim SDf(t) = D" "' f(t) — D" ' f(a).
a—n—1 a—n—1

Finalmente, ressaltamos que resultados sobre monotonicidade de func¢ées com derivadas fra-
cionarias positivas ou negativas nao sao triviais como no caso inteiro. Nao obstante, valem es-
pecificos Teoremas do Valor Médio [13].

2.2 O Modelo SIR

Em 1927, o modelo SIR (Suscetiveis-Infectados-Removidos) foi introduzido de maneira notével
em um trabalho proposto por Kermack e McKendrick [16]. O formalismo matemético que embasou
cuidadosamente a construgao desse modelo epidemioldgico é, infelizmente, pouco difundido, sendo
apresentada, em geral, a versao “lapidada”do modelo, sintetizada na Figura 1.
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S o1 — R S'(t) = —BSBIW/N,  (7)
N e I'(t) = BS()I(H)/N =1(0), (8)
Figura 1: Diagrama de fluxo do modelo SIR sem dindmica vital. R'(t) = ~I(t). (9)

No diagrama, S(t) é a quantidade de suscetiveis, I(t) a quantidade de infectados e R(t) a
quantidade de removidos, por recupera¢ao ou morte, no tempo t. A populagio N = S(t) +
I(t) + R(t) é constante e admite-se que os recuperados estao imunes durante o perfodo em andlise.
Também ignoramos o periodo de laténcia da doenga. O modelo é escrito como em (7)-(9), onde 3 é
o coeficiente de transmissao, relacionado, por exemplo, & quantidade de contatos de um individuo
e a probabilidade de que um contato resulte em contagio, e v é a taxa na qual os individuos passam
do compartimento infeccioso para o compartimento dos removidos, ambos com unidade [tempo]_l.

Ao longo do desenvolvimento da epidemiologia matemaética, os modelos compartimentais sofre-
ram extensoes de modo que sua estrutura se adequasse a diferentes tipos de doencas. Além disso, hé
doencas transmitidas por vetores e cada modelo pode ser tratado com diferentes hipéteses, como a
consideragao ou nao da dinamica vital, a possibilidade de vacinacao etc. Para um aprofundamento,
sugerimos a referéncia [4] e outros trabalhos dos autores, assim como as demais referéncias.

2.2.1 O numero de reprodugao

O numero de reproducao R reflete o quao infecciosa é uma doenga num dado contexto, enquanto
o numero bésico de reprodugao, Ry, é o nimero de reprodugdao quando nao ha imunidade nem
intervencdo na transmissdo da doenca. Em condi¢oes de homogeneidade da populagao, R é definido
como o nimero médio de infecgdes que um tnico individuo pode gerar durante seu periodo infeccioso
[15]. O Ry representa este nimero no inicio da infecgéo, ou seja, o nimero médio de infecgbes que
um individuo pode gerar apds ser introduzido em uma populacao completamente suscetivel.

Em modelos tradicionais, as epidemias nao podem ocorrer quando o Ry € inferior a 1 e surtos
estabelecidos desaparecerao se as intervencoes ou o esgotamento da parte suscetivel da populagao
forem suficientes para manter R abaixo de 1. Nos modelos simples, como no SIR classico, temos
R(t) = RoS(t)/N. Assim, o comportamento da infec¢ao é quase completamente determinado pelo
Ry, cujo valor determina nao apenas a mudanca da estabilidade local do equilibrio livre de doenga,
mas também quando o equilibrio endémico se torna possivel [15].

3 Modelo SIR Fracionario

Como mencionado anteriormente, a modelagem fraciondria, em geral, corresponde a trabalhar
as EDOQ’s cléssicas substituindo a derivada inteira por uma fracionéria. Esses modelos podem pro-
duzir estimativas muito boas, mas é preciso cuidado com a persisténcia de propriedades na transigao
de modelos de derivada inteira para seus correspondentes fraciondrios: segundo a construcao feita
por Kermack e McKendrick, em consisténcia aos dados reais, deveriamos ter parametros definidos
biologicamente com unidades corretas, populagdo constante (pois ndo ha dindmica), ndo negativi-
dade do modelo e, novamente na auséncia de dinamica, monotonicidade para os compartimentos S
e R, pois o fluxo é criado de S para I e de I para R. Além disso, o pico da infeccdo, e consequente
inicio de seu declinio, ocorre classicamente quando (¢) = 1. Essas caracteristicas sdo mantidas?

Inicialmente, analisamos a persisténcia da populagao total. O artigo [9] demonstra, em um
sistema simples de dois compartimentos, que a utilizagdo de ordens diferentes em cada comparti-
mento leva & viola¢do do equilibrio de massa. Os autores defendem, num artigo do mesmo ano [10],
a argumentacao de que, tanto no contexto da farmacocinética entao considerado quanto em sis-
temas compartimentais andlogos, um fluxo de massa de saida definido como uma taxa de ordem
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fracionaria nao pode aparecer como um fluxo de entrada em outro compartimento, com uma or-
dem fracionédria diferente, sem violar o balanco de massa. Analisamos a relacdo entre as ordens e
a populacao total N = S + I + R do modelo SIR fraciondrio, onde Ny = Sy + Iy + Rg:

D*'S(t) = —p1S(t)I(t)/No, (10)

D*?1(t) = B2S(t)I(t)/No — y21(t), (11)

D R(t) = ~s1(t). (12)

Comegamos com a derivada de Caputo e ai,az, a3 € (0,1] (ex.: [1]; [11]). Aplicando a trans-

formada de Laplace e realizando operagoes nas equagoes (10) - (1 ) obtemos

L{S+I+R}:SO+IO+RO+[ LR

3
— L{ST — 1 13
: e+ [ 2 - 2. o
Aplicando a transformacgao inversa e as convolugoes, finalmente escrevemos

N = N0+/t [62('5_9)&271 - Bl(t_e)alfl}s(e d9+/ [73 t— )% L 72('5_9)0‘271}1(9)%. (14)
0 NoT'(a2) NoT'(a) T'(a2)

Assim, para que N seja constante, devemos ter oy = s = a3 e 0s parametros devem satisfazer
B1 = B2 e 72 = 73, independentemente da maneira na qual eles foram definidos. O grande problema
nao é modificar N, o que pode ocorrer por dinamica vital, migragao etc., mas justificar a mudanga.
Neste caso, sem migragao ou dinamica vital, as pessoas nao poderiam sumir ou aparecer.

Aqui, é importante notar que nao poderiamos utilizar a defini¢do de Riemann-Liouville sequer
mantendo as mesmas ordens em cada compartimento. Com efeito, terfamos #~*D*N(t) = 0, mas
a derivada de Riemann-Liouville de uma constante nao nula nao é zero, ou seja, novamente haveria
problemas com a populagao total. Além disso, as condigoes iniciais para a derivada de Riemann-
Liouville nao sao facilmente interpretadas. Assim, doravante utilizamos a derivada de Caputo e
ordens iguais, passando a analisar o balanceamento das unidades. O tempo 0 é considerado o
estagio inicial da doenca e tomamos condicoes iniciais iguais as do modelo de ordem inteira.

Partindo do modelo (7)-(9) ou de suas diversas extensoes, alguns autores (ex.: [14]; [17]) subs-
tituem a ordem da derivada mantendo os mesmos parametros 5 e 7, obtendo (15)-(17).

D*S(t) = —BS(I()/N, (1) DUS(t) = —BS(WI)/N,  (18)
DUI(t) = BSMOIW/N —~I(H),  (16)  D°I(t) = B*SWIM)/N —~°1(t),  (19)
DR(t) = ~I(0), (17) DUR(t) = 7°1(1). (20)

Observamos que o lado esquerdo do sistema tem unidade [tempo] *. Portanto, o lado direito
deve possuir esta unidade. Apenas abolir as unidades ndo resolve o problema. Segundo [9], as
unidades, na verdade, ajudam a revelar a questao: uma taxa de ordem 1, por exemplo, é um
tipo diferente de taxa daquela de ordem 1/2, da mesma maneira que, na fisica cldssica, a taxa de
ordem 1, velocidade, é diferente daquela correspondente a ordem 2, a aceleragao, nao apenas pela
diferenga de unidades. Outros autores (ex.: [2]; [12]) corrigem a dimensao multiplicando-as por
constantes de tempo ou elevando os parametros a a. Nesse tltimo caso, o modelo SIR fracionério
seria escrito da forma (18)-(20). As unidades estdo balanceadas, mas nao obtivemos significado
fisico para esses tipos de corre¢ao dimensional.

Agora, para um sistema sem dindmica vital, é esperado que os compartimentos S e R sejam
mondtonos nao crescente e nao decrescente, respectivamente. Além disso, deseja-se que a solugao
seja nao negativa para todo ¢t € [0,00). Com o objetivo de provar alguma dessas afirmagoes ou
ambas, muitos autores (ex.: [2]; [12]) utilizam o seguinte lema:

Lema 3.1. Seja o € (0,1) e suponha f(t), D*f(t) € C[0,b]. Segue do Teorema do Valor Médio
que, se DYf(t) > 0 no intervalo [0,b], entao f é ndo decrescente em [0,b]. Analogamente, se
D2 f(t) <0 no intervalo [0,b], entdo f € ndo crescente neste intervalo.
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Porém, sem outras hipdteses esse resultado nao é vélido. As referéncias [6] e [7] mostram
que o sinal da derivada fracionédria nao é suficiente, por si sd, para resultados de monotonicidade.
Acreditamos que a nao negatividade possa ser obtida da propriedade de que duas solucbes nao
podem se cruzar, como provado para uma dimensdo em [8]. Contudo, as simulagdes parecem
indicar que, no modelo fracionario sem dinamica vital, os compartimentos S e R podem oscilar.

Finalmente, no modelo original, o pico da infec¢ao ocorre quando S(t) = vN/B ou, equivalen-
temente, $(¢) = 1. No caso geral, essa caracteristica pode nao ser mantida:

Teorema 3.1. Se uma fungdo f € C0,b] admite um mdzimo (minimo) global em t € (0,b),
entdo D*f(t) >0 (<0), para todo a € (0,1) [7].

Quanto aos equilibrios, sem dindmica vital, todos os pontos do conjunto {(S,0,R); S,R >
0, S + R = N} séo equilibrios. O equilibrio estdvel (5,1, R)s para o caso a = 1 é calculado
em [16]. Contudo, hd passagens ndo validas para derivadas fraciondrias e, embora os pontos de
equilibrio sejam os mesmos, as regioes de estabilidade podem mudar, como ilustrado na Secao 4.

4 Resultados Numéricos

Procuramos corroborar as discussoes realizadas implementando no MATLAB o modelo SIR
fraciondrio geral (10)-(12), com cddigo préprio baseado em esquema tipo L1 [20]. Os resultados
numéricos permitem observar diversas caracteristicas que podem nao persistir ao mudarmos a
ordem da derivada, como a populacao total, a monotonicidade, a regiao de estabilidade do equilibrio
(Seo, 1) € a condigao do ponto de pico. Utilizamos uma populagdo N = 1000000, condiges iniciais
S(0)=N—1, I(0) =1 e R(0) = 0, parAmetros = 1,7 = 0.3 e dt = 0.1. Na Figura 2, temos o
modelo de ordem inteira. Notamos a monotonicidade dos compartimentos S e R e a constancia da
populagao total. Na Figura 3, utilizando a derivada de Caputo e ordens diferentes, observamos que
a populacao total nao é mantida. Lembramos que a populacao nao se mantém com o modelo em
derivada de Riemann-Liouville mesmo com ordens iguais, conforme Figura 4. Nas demais figuras,
utilizamos a derivada de Caputo. Apenas corrigir as unidades, como elevar os parametros a «, nao
modifica algumas caracteristicas observadas, como a nao monotonicidade. Com efeito, na Figura
5, consideramos 31 = 3 = e 72 = 73 = 7y €, na Figura 6, tomamos 51 = s = 8% e 72 = 73 = 7™
Verificamos que S e R nao sao monétonos, ou seja, os fluxos nao podem ser considerados da maneira
tradicional: ha, por exemplo, uma reentrada no compartimento S. Acreditamos que isso nao é
corrigido ao ajustar as unidades: a natureza das taxas foi modificada. Finalmente, na Figura 7,
exibimos o plano (S, I') para diversas ordens « e as mesmas condigoes iniciais. A trajetéria externa
equivale ao modelo tradicional, o ponto rosa indica S = yN/f e, a seta, o sentido de crescimento
de a. O tempo méaximo foi de 7" = 10000. Consideramos os mesmos parametros ja que, nessa
figura, um de nossos interesses é investigar os pontos de equilibrio e o valor de S no pico.
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Figura 2: Modelo SIR Cléssico. Figura 3: Variagao da populagao (C).
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Figura 4: Variacdo da populagao (R-L). Figura 5: Parametros nao elevados a a.
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Figura 6: Parametros elevados a a. Figura 7: Plano (S,1).

5 Conclusoes

O presente trabalho nao pretende invalidar os diversos modelos fracionarios desenvolvidos nos
ultimos anos. Inclusive, sugerimos a leitura de [5] para um estudo inovador, por meio de uma
abordagem estatistica, do efeito memoria tratado pelo Célculo Fracionario. Na verdade, é natural
que novos modelos nao herdem todas as caracteristicas do original; porém, é preciso estarmos
atentos ao que mudou, pois € interessante nao apenas aproximar bem as curvais reais, mas entender
do ponto de vista fisico/biolégico o que estd acontecendo com as taxas e parametros. Até o presente,
nao conseguimos uma construcao fisica que permita trocar as ordens das derivadas classicas, ainda
que as unidades sejam corrigidas e que as novas ordens sejam iguais em todos os compartimentos.
Ainda, ndo hé garantia de monotonicidade pois, em particular, o sinal da derivada fracionaria
deixa de valer como indicativo do (de)crescimento da funcao em dado intervalo.

Finalizando, acreditamos que é possivel modelar um sistema fisicamente, com formalismo seme-
lhante ao dos “pais” Kermack e McKendrick, de maneira que o surgimento de derivadas fracionérias
decorra de leis potenciais nas fungoes de infecciosidade e remogao. Assim, em [18], apresentamos
uma derivagao fisica de um modelo fraciondrio, seguindo os passos de Angstmann, Henry e Mc-
Gann [3] e a linguagem probabilistica dos Passeios Aleatérios em Tempo Continuo (PATC). Ainda
em [18], modelamos a COVID-19 em seus meses iniciais. Trabalhos futuros pretendem fornecer
analises de parametros e um maior entendimento do problema de valor inicial e dos pontos de
equilibrio tanto do modelo fraciondrio discutido quanto do modelo apresentado em [18].
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