Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics, v. 8, n. 1, 2021.

Trabalho apresentado no XL CNMAC, Evento Virtual - Co-organizado pela Universidade do Mato Grosso do Sul (UFMS).

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics

Estimativa de parametros para um modelo de populagoes
acopladas

Flavia T. Giordani!
UFSC, Florianépolis, SC
Fermin S. V. Bazan?
UFSC, Florianépolis, SC
Luciano Bedin?
UFSC, Florianépolis, SC

Resumo Nesse trabalho consideramos um modelo discreto metapopulacional de N sitios e de uma
Gnica espécie, tal que a dinamica local satisfaz o modelo de Ricker e hd migracao de individuos entre
os sitios. O objetivo do trabalho é a estimativa da taxa de crescimento intrinseco da populagao, da
capacidade de suporte de cada sitio e da fragdo de individuos que migra em cada sitio, a partir de
dados sintéticos que fornecem a quantidade de individuos em cada sitio em £ geragoes. Para isso,
um problema de minimos quadrados é formulado e resolvido numericamente através de uma técnica
de otimizagdo de regido de confianca com restrigdes de caixa.

Palavras-chave. Metapopulacao, mapa de Ricker, quadrados minimos; método da regiao de con-
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1 Introducao

Modelos metapopulacionais tem-se constituido numa importante ferramenta no estudo da
degradagao de ambientes naturais e da conservacao das espécies [3,8,9,12]. Um dos aspectos im-
prescindiveis para que esses modelos fornegam previsoes confidveis a respeito do comportamento da
dindmica do sistema, é o ajuste adequado dos pardmetros bioldgicos envolvidos ao modelo [3,13]. A
identificacao de quais parametros devem ser incorporados ao modelo e a posterior estimativa desses
pardmetros a partir de dados observacionais é uma tarefa complexa [9,12,13]. Diferentes técnicas e
abordagens podem ser encontradas na literatura; por exemplo, em [10], a técnica da maximizagao
da probabilidade é utilizada para estimar os parametros de sobrevivéncia e de migragao de uma
metapopulagdo de borboletas; em [5], a mesma técnica é utilizada, mas com a adi¢do de efeitos
de estocasticidade do meio ambiente; em [12], técnicas estatisticas baseadas em simula¢ao Monte
Carlo sao utilizadas; paralelamente, em [6,14], podemos encontrar técnicas de otimizagao aplicadas
a estimativa de pardmetros em sistema de equacoes nao-lineares.

No presente trabalho, abordamos a estimativa de parametros para um modelo metapopulacional
discreto de uma unica espécie, composto de N sitios conectados por processos migratérios [7].
Baseados em [4], supomos que a dindmica local em cada sitio é tal que a funcdo de reproducao
e sobrevivéncia da espécie é dada pelo mapa de Ricker [11] e que a fragdo & de individuos que
migra em cada sitio é independente da densidade. A metapopulacao é entdao modelada como
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uma rede de mapas acoplados em que cada sitio pode ser interpretado como o vértice de um
grafo, com a funcao de sobrevivéncia e reproducao operando em cada vértice, e as interagoes
ocorrendo através dos efeitos dispersivos [7]. O objetivo do trabalho é apresentar a estimativa dos
parametros r, k£ e 1, sendo r a taxa de crescimento intrinseco da populacao e x a capacidade de
suporte de cada sitio [5,11,15], a partir de dados sintéticos que fornecem o nimero de individuos
em cada sitio em ¢ geragbes. Assim como em [4,5], os dados sintéticos sao simulados a partir
do sistema e subsequentemente sao imbuidos de ruido, de forma a imitarem dados observacionais.
O problema de estimar r, k e 1 é entao formulado como um problema de minimos quadrados.
Estabelecendo condigoes necessarias para a solugao do problema através da obtencao da matriz de
sensitividade [9], obtemos aproximagdes numéricas para os pardmetros por meio de uma técnica
de otimizagdo de regido de confianca com restrigoes de caixa [1]. Diferentemente de [4], onde os
parametros do modelo sao estimados separadamente, desconsiderando-se a conexao entre os sitios
e os processos migratoérios, e da abordagem SPOM (stochastic patch occupancy models [12]), que
ignora a dinamica local, nossa abordagem é mais geral, uma vez que o problema é formulado a
partir da dinamica global do sistema.

2 Modelo

O modelo metapopulacional no qual este trabalho estd baseado consiste em uma colecao de
sitios enumerados por 1,2,..., N. Os sitios correspondem a fragmentos de habitat que possuem
recursos necessarios a reproducao e a sobrevivéncia das populagoes que o habitam. Vamos denotar
por x§ a populagao total de individuos no sitio j, no tempo t. Cada passo de tempo corresponde
a uma geracao. Na auséncia de migracao entre os sitios, supomos que a dindmica local é dada por
I§-+1 = f(xé), i=12...,N, t=0,1,2,..., sendo f : R — R uma funcéo suficientemente suave
que incorpora processos de reprodugao e sobrevivéncia em cada sitio. Vamos admitir também que
h& conexoes entre os sitios, as quais propiciam a migragao de individuos. Uma hipétese importante
no modelo é de que o processo de migracao de um determinado sitio para outros sitios ocorre em
cada geracao apds o processo de dinamica local. Dessa forma, a cada geracao, uma fracao p;; de
individuos do sitio ¢ migra para o sitio j, em um processo de curta duragao, de forma que é razoavel
supormos que nao ha morte de individuos quando em migracao. Por simplicidade, admitimos que
0s processos migratérios sao independentes da densidade populacional de forma que pj; = c¢jift,
sendo 0 < < 1 a fragao de individuos que migra em cada sitio e 0 < ¢j; < 1, ¢;; = 0, a proporcao
dos individuos que migram do sitio ¢ e chegam no sitio j. Podemos entao descrever a dinamica
metapopulacional como [7, 8]

N
= (=) + ) epf(al), t=0,1,2,..., j=1,2,...,N. (1)
=1

Em (1), a expressao cj;1i f(z!) representa a quantidade de individuos que deixam o sitio ¢ e movem-
se para o sitio j no tempo ¢. Assim, os dois primeiros termos a direita da equagao (1) representam
a quantidade de individuos que permanece no sitio j apds o processo de migracao, e o segundo
termo representa a quantidade de individuos provenientes dos sitios vizinhos ao sitio j. Para haver
consisténcia com a hipdtese de que os processos migratdrios sdo 100% bem sucedidos, devemos

N
admitir que chi =1, ou seja, a matriz C' = [¢;;] é do tipo coluna estocéstica.
j=1
Nesse trabalho consideramos a dinamica local determinada pelo modelo de Ricker, o qual é

dado por
flu,r,5) = wexp(r(l — (u/k))), (2)
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sendo r > 0 a taxa de crescimento per capita intrinseco da populagao, x a capacidade de suporte
do sitio [4,15] e u a populagdo local. A escolha do modelo de Ricker é de interesse puramente
pratico, uma vez que este tem se mostrado bastante versatil e eficaz na modelagem da dinamica
de vérios tipos de organismos incluindo micrébios, peixes e insetos [4,11].

Denotando ' = [z} zf ... va]T o sistema (1) pode ser reescrito como
o' = (Iy —mEB)F(z',r, k), t=1,2,... (3)
sendo F : R¥N*2 — RY dado por
F(z,r k) = [f(z1,7 k) f(xe,mr) ... flen,m k)T, == (z1,22,...,2N) (4)

e B=1Iy—C, Iy é a matriz identidade de ordem N.

3 Estimativa dos parametros v, K e [t

Vamos supor que ha dados observacionais ou sintéticos disponiveis para a quantidade de
individuos em cada sitio, para determinadas geragoes ¢ = 0,1,...,¢. Denotemos por E; essa
quantidade de individuos referente ao sitio j e geracio t e definimos z* = [#0 7% ... Z%4]7. Do
ponto de vista pratico, admitindo que conhecemos a matriz C, devemos encontrar os parametros r,
ke It adequados de forma que o sistema (3) descreva da forma mais apurada possivel a dindmica da
metapopulagao. Para isso, consideramos como condigao inicial para o sistema (3) o vetor 2°, sendo
que os demais 2! sdo obtidos iterando-se esse sistema. Notamos que nesse processo, ! corresponde
a uma expressao dada em termos de r, kK e i, uma vez que, nesse estigio, esses parametros sao
desconhecidos. Queremos encontrar (fi, k, ) que melhor se ajusta ao sistema, em outras palavras
temos de resolver o seguinte problema de minimizagao com restri¢oes [14]:

min  H(@,r k), )
i H (T k) (5)

sendo
H(@m,r k)= Z|x (T, r, k) — 3% (6)

e K = [u1, pe] X [K1, k2] X [r1,72]; 08 11m1tantes 0< 1 <p2<1,0< Ky < Ko, 0 <7y <o 880
dados previamente. A existéncia de solugbes para o problema (5) é uma consequéncia direta do
Teorema de Weierstrass, uma vez que x*, t = 0,1,...,4, é uma composicao de um ntimero finito
de funcgoes suaves. Por outro lado, a solugdo pode néo ser unica e temos de lidar com a possivel
existéncia de miltiplos minimos locais.

Uma condigao necessdria para a existéncia de um minimo local (zz, 7, k) de H é que VH (i, r, k) =
(0,0,0). Sendo assim, derivando o funcional com rela¢ao a cada um dos pardmetros e igualando a
zero obtemos

L o L P
Zz(xi_xi)aﬁ_ , ZZ(mi—xi) o =0, ZZ(mi—xi)aﬁ =0. (7)

t=1 i=1

Agora, derivando (3) com respeito a [, r e k, obtemos

Ozttt oF , , dz*

— _BF(2! Iy — uB)— =1,2,..
aﬁ (l‘ 77‘7"{)—’—( N 1% )au (Z‘ aTaK:) 8ﬁ7 t 3 4y (8)
Ozttt __JoF , oF , , ozt B
or = (IN —/,LB) |:ar($ 77”,/‘6) 1N+ ou (J? ,T,Iﬁ))arj| 5 t= 1,2, (9)
Ozttt __JoF , oF , , ozt
o (INn —B) {(’9/{@ oK) 1y + — 5u (x*, r,m)aﬂ} , t=1,2,. (10)
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4
em que
OF . of of of
6—u(mt,r, k) = diag (au(m’i,r, K), %(wg,n K)yoons 8—u(m§\,,r, k),
oF . of of of
E(aﬁt,r, k) = diag (ar(xi,r, k), E(m%,r, Ky E( RO
OF ) of of of
%( ta T, “{) = dzag (a,‘ﬁ(zi’ T, ‘%)7 Ik (Ig,?", H)a R %(IS\],T, K:)
T . . .. 02
ely=[1 1 1 ... 1]*. O sistema (8)-(10) é complementado com as condigoes iniciais — = 0,
I
0 0
aair =0e %% = 0. Definindo
dz! ozt ozt ~
F T 2 (7,7, ) 7
2 o om 2 | | @
J(ﬁv r, ﬂ) = .OM .OT .an ) X(ﬁa T, H) = . , X= . ,
'81711' '81" '817" ' g :VZ
Qe oo oz z (.7, k) x
as equagoes (7) podem ser reescritas como
JT(ﬁa T, H)(X(ﬁ7 T, H) - X) =0. (11)

Em outras palavras, (11) é uma condi¢do necessaria para que H tenha um minimo local em (%, r, ).
Na literatura, J ¢ referida como a matriz de sensitividade [3,9].

4 Resultados Numeéricos

Para ilustrar o método, geramos dados sintéticos para o problema baseando-nos em procedimento
adotado em [4]: dados sdo obtidos de forma a simular, tao realisticamente quanto possivel, resul-
tados experimentais obtidos a partir de uma rede de N = 9 subpopulacoes do inseto Drosophila,
dispostas ao longo da borda de um circulo. Os insetos em cada sitio podem migrar para os dois
sitios mais préximos, de forma que a matriz C' é dada por

0 050 0 0 0 0,5

05 0 0,5 0 0 0 0

0 05 0 05 0 0 0
C:

0O 0 O ... 0 05 0 05

005 0 0 ... 00 05 0

A condicgao inicial em cada sitio é Eg =20 para 1 <1t <5, Eg =21 para 6 <1 < 9.

O método usado na estimativa dos parametros de interesse é baseado numa técnica de otimizagao
de regiao de confianca com restrigoes de caixa, conforme descrito no trabalho classico de Coleman e
Li [1], e disponivel no MATLAB (m-file lsqnonlin). Para completude, notamos que a minimizacao
de H(p), p = (@, 7, k), por meio de um método de regido de confianca consiste em construir uma
sequéncia de aproximacoes p) onde o incremento s\ = pUt1) — pi) & solucdo do subproblema
quadréatico com limitante sobre o incremento,

1
: _ T T
i {ay(6) = af's = 557 By sl < A
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em que g; denota o gradiente de H descrito em (11) no ponto p/) e B; é uma matriz simétrica
que aproxima a Hessiana de H, por exemplo JT (p\9))J(p()). Uma abordagem compreensiva sobre
métodos de regido de confianga pode ser encontrada em [2].

Apresentamos resultados numéricos da estimativa dos parametros usando dados inexatos cons-
truidos a partir dos estados z!, descritos na forma zt = af +¢f, t =0,...,¢, em que €' um vetor
randémico de perturbagoes com distribuicao uniforme tal que,

13" — || = NL|j2",

e NL denota o nivel de ruido nos dados. Em todos os casos, na estimativa dos parametros [, 7 e K,
o método ¢ inicializado com valores randémicos. Uma vez que trabalhamos com dados sintéticos,
podemos escolher previamente os valores de [z, r e k a serem estimados. Com isso, o conjunto
K pode ser adequadamente escolhido de forma a conter todos os (%, k, ) utilizados na simulagao
numérica. Utilizando essa metodologia e tendo em vista os valores dos parametros utilizados nas
simulagoes apresentadas a seguir, consideramos 0,05 <1 < 0,9, 1 <r <5e10 <k < 35.

Nas Tabelas 1-4 estimativas relativas a quatro situagoes tipicas de interesse bioldgico sao apre-
sentadas. Nas colunas 2, 3 e 4 de cada tabela os valores estimados de r, [t e kK sdo apresentados,
enquanto que nas colunas 5, 6 e 7 constam os respectivos erros relativos, os quais denotamos
por E(r), E(i) e E(k). Os valores de r e k escolhidos para ilustrar os resultados sao tipicos de
experimentos em laboratério [4].

Tabela 1: Estimativas dos parametros (i, x,7) a partir de dados com ruido para vérios valores de NL.

K?
Neste caso, os dados simulados usam r = 3,8, = 1/3 e K = 25.

NL r I K E(r) E(z) E(k)
0,001 | 3,7989 0,3388 25,0024 || 0,0003 0,0163 0,0001
0,0050 | 3,8035 0,3692 25,0142 || 0,0009 0,1075 0,0006
0,0100 | 3,8097 0,3342 25,0235 || 0,0026 0,0026 0,0009
0,1000 | 3,8126 0,3283 24,9331 | 0,0033 0,0151 0,0027
0,5000 | 5,0000 0,9000 23,9443 || 0,3158 1,7000 0,0422

Tabela 2: Estimativas dos pardmetros (7,11, k) a partir de dados com ruido para vérios valores de NL.
Neste caso, os dados simulados usam r = 3,8, £ = 0,7 e Kk = 25.

NL r I K E(r) E(n) E(k)
0,0010 | 3,7990 0,7121 24,9987 || 0,0003 0,0173 0,0001
0,0050 | 3,7956 0,7079 25,0083 | 0,0011 0,0113 0,0003
0,0100 | 3,8222 0,6373 25,0064 || 0,0059 0,0896 0,0003
0,1000 | 3,9344 0,9000 25,2355 | 0,0354 0,2857 0,0094
0,5000 | 4,9753 0,0500 24,4248 | 0,3093 0,9286 0,0230

Na Tabela 1 consideramos um valor relativamente baixo da taxa de migragao &, como reportado
em [4]; j4 na Tabela 2, exploramos a estimativa dos parametros no caso de uma taxa de migragao
de maior magnitude. Na Tabela 3, consideramos o caso em que a taxa de crescimento intrinseco da
populagao é relativamente baixa, enquanto que na Tabela 4 aumentamos a capacidade de suporte
de cada sitio. Os resultados foram obtidos utilizando-se ¢ = 5. Resultados obtidos com outros
valores de ¢, nao apresentados no manuscrito devido a limitagao de espaco, mostraram estimativas
relativamente estaveis, dependendo do nivel de ruido nos dados. Mais precisamente, para os casos
¢ =3 ou{ =4, os resultados sao comparaveis aos obtidos com ¢ = 5, para pequenos valores de NL;
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no entanto, & medida que NL aumenta, os respectivos erros relativos sao maiores comparativamente
aos resultados do caso £ = 5. No outro extremo, para os valores { = 9 ou ¢ = 12, o método produz
resultados acurados apenas para o caso de dados com niveis de ruido superiores a 0,05%. De modo
geral, observamos que o método fornece resultados com erros relativos compativeis com o nivel
de ruido respectivo, independentemente do fato de considerarmos taxas de migracao baixas ou
altas, ou das variacoes de r e k, embora isso tenha de ser investigado mais a fundo. E importante
observar que quando alguma das varidveis estimadas atinge uma das cotas, superior ou inferior, o
erro relativo da solucao tende a aumentar. Esse é o caso, por exemplo, da Tabela 1 em que, no
caso de 50% de ruido, 7z atinge a cota superior 0,9; o mesmo ocorre na Tabela 2 para o caso de
50% de ruido, em que o parametro i atinge a cota inferior 0, 05.

Tabela 3: Estimativas dos parametros (7, i, k) a partir de dados com ruido para vérios valores de NL.
Neste caso, os dados simulados usam r = 2,5, gt = 1/3 e K = 25.

NL r I K E(r) E(m) E(k)
0,0010 | 2,5000 0,3473 24,9938 || 0,0000 0,0418 0,0002
0,0050 | 2,5003 0,2808 24,9931 || 0,0001 0,1576 0,0003
0,0100 | 2,5027 0,2623 24,9814 | 0,0011 0,2130 0,0007
0,1000 | 2,5135 0,2166 24,6571 || 0,0054 0,3501 0,0137
0,5000 | 2,9687 0,0500 23,4036 || 0,1875 0,8500 0,0639

Tabela 4: Estimativas dos parametros (7,7, k) a partir de dados com ruido para vérios valores de NL.

Neste caso, os dados simulados usam r = 3,8, u = 1/3 e K = 27.

NL r ﬁ K E(r) E(m) E(k)
0,0010 | 3,8010 0,3337 26,9974 || 0,0003 0,0011 0,0001
0,0050 | 3,8039 0,3345 26,9897 || 0,0010 0,0036 0,0004
0,0100 | 3,7970 0,3317 27,0081 | 0,0008 0,0048 0,0003
0,1000 | 3,5650 0,1685 27,6562 || 0,0618 0,4945 0,0243
0,5000 | 3,5124 0,3713 27,8490 | 0,0757 0,1140 0,0314

5 Conclusoes

Neste trabalho utilizamos um método de otimizagao de regido de confianga com restrigoes de caixa
para a estimativa de parametros para um modelo de populagoes acopladas. A estimativa é feita
a partir de dados sintéticos gerados através de iteragoes do sistema. No caso de dados sem ruido,
as solugoes tem erros relativos pequenos se consideramos poucos estégios de tempo, por exemplo,
3 < ¢ < 5; utilizando dados com mais estdgios de tempo, o erro relativo tende a aumentar. Uma
possivel justificativa para isso pode ser que o aumento do grau de sobredeterminagao do sistema
acarreta na existéncia de multiplos minimos locais para H, embora essa afirmagao tenha de ser
investigada mais a fundo. No caso de dados com ruido, o método apresenta melhores resultados
quando consideramos um ntimero maior de estdgios de tempo. A escolha de quantos e quais estégios
de tempo devem ser utilizados na estimativa de parametros em modelos metapopulacionais é um
tema controverso [12,13] o qual esté fora do escopo do presente trabalho. Entretanto, destacamos
que, para a faixa de valores de r e k aqui considerados, a dindmica local obtida a partir do
mapa de Ricker apresenta um comportamento complexo com a presenca de érbitas cadticas, isto
é, érbitas sensiveis a dados iniciais [11]. Isso pode levar o sistema (3) a ter longos transientes [4],
portanto considerar dados com poucos niveis de tempo pode afetar a qualidade dos parametros
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estimados. De qualquer forma, a abordagem e o método se mostraram promissores, em parte devido
a generalidade considerada, uma vez que a dinamica local bem como a migracao entre os sitios
sdo incorporadas & formulagao do problema. Pretendemos futuramente investigar a incorporagao
de efeitos de estocasticidade demogréfica & abordagem [5], com o intuito de estender o método a
estimacao de parametros a partir de dados observacionais.
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